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de Educación 


ADVERTENCIA 

Un objetivo manifiesto del Ministerio de Educación es combatir el sexismo y la discriminación de género en la sociedad ecuatoriana y promover, 
a través del sistema educativo, la equidad entre mujeres y hombres. Para alcanzar este objetivo, promovemos el uso de un lenguaje que no 
reproduzca esquemas sexistas, y de conformidad con esta práctica preferimos emplear en nuestros documentos oficiales palabras neutras, tales 
como las personas (en lugar de los hombres) o el profesorado (en lugar de los profesores), etc. Sólo en los casos en que tales expresiones no 
existan, se usará la forma masculina como genérica para hacer referencia tanto a las personas del sexo femenino como masculino. Esta práctica 
comunicativa, que es recomendada por la Real Academia Española en su Diccionario Panhispánico de Dudas, obedece a dos razones: (a) en 
español es posible <referirse a colectivos mixtos a través del género gramatical masculino>, y (b) es preferible aplicar <la ley lingúística de la 
economía expresiva> para así evitar el abultamiento gráfico y la consiguiente ¡legibilidad que ocurriría en el caso de utilizar expresiones como las y 
los, Os/as y otras fórmulas que buscan visibilizar la presencia de ambos sexos. 


— Ministerio 
de Educación 


Este libro de texto que tienes en tus manos es una herramienta muy importante 
para que puedas desarrollar los aprendizajes de la mejor manera. Un libro de 
texto no debe ser la única fuente de investigación y de descubrimiento, pero 
siempre es un buen aliado que te permite descubrir por ti mismo la maravilla 
de aprender. 


El Ministerio de Educación ha realizado un ajuste curricular que busca 
mejores oportunidades de aprendizaje para todos los estudiantes del país 
en el marco de un proyecto que propicia su desarrollo personal pleno y su 
integración en una sociedad guiada por los principios del Buen Vivir, la 
participación democrática y la convivencia armónica. 


Para acompañar la puesta en marcha de este proyecto educativo, hemos 
preparado varios materiales acordes con la edad y los años de escolaridad. 
Los niños y niñas de primer grado recibirán un texto que integra cuentos y 
actividades apropiadas para su edad y que ayudarán a desarrollar el currículo 
integrador diseñado para este subnivel de la Educación General Básica. En 
adelante y hasta concluir el Bachillerato General Unificado, los estudiantes 
recibirán textos que contribuirán al desarrollo de los aprendizajes de las áreas 
de Ciencias Naturales, Ciencias Sociales, Lengua y Literatura, Matemática y 
Lengua Extranjera-Inglés. 


Además, es importante que sepas que los docentes recibirán guías didácticas 
que les facilitarán enriquecer los procesos de enseñanza y aprendizaje a 
partir del contenido del texto de los estudiantes, permitiendo desarrollar los 
procesos de investigación y de aprendizaje más allá del aula. 


Este material debe constituirse en un apoyo a procesos de enseñanza y 
aprendizaje que, para cumplir con su meta, han de ser guiados por los 
docentes y protagonizados por los estudiantes. 


Esperamos que esta aventura del conocimiento sea un buen camino para 
alcanzar el Buen Vivir. 


Ministerio de Educación 


2016 
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Presentación 


Matemática 3 BGU ahora mismo es una página en blanco que, como tú, posee un infinito potencial. 


le presentamos ht , el nuevo proyecto de Editorial Don Bosco que hemos diseñado para impulsar 
lo mejor de ti y qué te acompañará en tu recorrido por el conocimiento. 


- Fomenta un aprendizaje práctico y funcional que te ayudará a desarrollar destrezas con criterios de 
desempeño. 

- Propone una educación abierta al mundo, que se integra en un entorno innovador y tecnológico. 

+ Apuesta por una educación que atiende a la diversidad. 


- Refuerza la inteligencia emocional. 


- Refleja los propósitos del Ministerio de Educación que están plasmados en el currículo nacional vi- 
gente. 


- Deja aflorar la expresividad de tus retos. 


- Incorpora Edibosco Interactiva, la llave de acceso a un mundo de recursos digitales, flexibles e inte- 
grados para que des forma a la educación del futuro. 


-  Essensible a la justicia social para lograr un mundo mejor. 


Matemática 3 BGU te presenta los contenidos de forma clara e interesante. Sus secciones te involucrarán 
en proyectos, reflexiones y actividades que te incentivarán a construir y fortalecer tu propio aprendizaje. 
Las ilustraciones, fotografías, enlaces a páginas web y demás propuestas pedagógicas facilitarán y 
clarificarán la adquisición de nuevos conocimientos. 


Construye con Ingeniós tus sueños. 
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Bienvenidos (pág. 10) 
+ Ecuaciones y funciones 


+ Vectores y figuras de dos dimensiones 


. Estadística y probabilidad condicional 


Mig 


a 
Álica 


Objetivos 


+ Proponer soluciones creativas a situaciones concretas 
de la realidad nacional y mundial mediante la apli- 
cación de las operaciones básicas de los diferentes 
conjuntos numéricos, el uso de modelos funcionales, 
algoritmos apropiados, estrategias y métodos forma- 
les y no formales de razonamiento matemático que 


lleven a juzgar con responsabilidad la validez de pro- 


Algebra y funciones (14 - 47) 


1. Exponentes y logaritmos 
1.1. Función Exponencial 
1.2. Función Logarítmica 
1.3. Ecuaciones Exponenciales 
1.4, Ecuaciones Logarítmicas 
2. Límites de funciones 


Objetivos 


Derivadas e integrales 


2.1. Límite finito de una función en 9. Levantar indeterminaciones para calcu- 
un punto lar límites 
2.2. Límites laterales finitos 6. Aplicación de límites 
2.3, Relación entre el límite y los 6.1. Asíntotas verticales 
límites laterales 6.2. Asíntotas horizontales 
2.4. Límite infinito de una función en 7. Continuidad 
un punto 7.1, Continuidad en un punto 
2.5. Límites de una función en el 7.2. Continuidad lateral 
infinito 7.3. Continuidad en un intervalo 
Propiedades de los limites 8. Propiedades de las funciones continuas 
3.1. Propiedades 8.1. Continuidad de las funciones 
3.2. Indeterminaciones elementales 
Cálculo de límites 9. Teoremas relativos a la continuidad 


4.1. Límites de funciones polinómicas 

4.2. Límites de funciones racionales 

4.3. Límites de funciones definidas a 
Trozos 


cedimientos y los resultados en un contexto. 


. Desarrollar estrategias individuales y grupales que per- 
mitan un cálculo mental, escrito, exacto o estimado y 
la capacidad de interpretación y solución de situacio- 
nes problémicas del medio. 


1 funciones y brrúbes 


9.1. Teorema de conservación de signo 
9.2. Teorema de Bolzano 

9.3. Teorema de valor intermedio 

9.4, Teorema de Wejierstrass 
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+ Proponer soluciones creativas a situaciones concre- 


tas de la realidad nacional y mundial mediante la 
aplicación de las operaciones básicas de los diferen- 
tes conjuntos numéricos, el uso de modelos funcio- 
nales, algoritmos apropiados, estrategias y métodos 
formales y no formales de razonamiento matemático 


que lleven a juzgar con responsabilidad la validez 
de procedimientos y los resultados en un contexto. 


Desarrollar estrategias individuales y grupales que 
permitan un cálculo mental, escrito, exacto o estima- 
do y la capacidad de interpretación y solución de 


1 


Algebra y funciones (48 - 83) 


1. Derivada de una función en un 


punto 
Función derivada 


Diferencial de una función 
Aplicaciones de las derivadas 


NA yw NN 


5.1, Crecimiento de una función 


en un punto 


Función derivada y operaciones 


situaciones problémicas del medio. 


5,2. Extremos relativos 

5.3. Curvatura y punto de inflexión 

Área bajo una curva 

Integral definida 

7.1. Concepto 

7.2. Propiedades 

7.3. Teorema fundamental del 
cálculo 

7,4, Segundo teorema fundamen- 
tal del cálculo 

7,5. Métodos numéricos de inte- 
gración 

Primitivas e integrales indefinidas 

8.1. Primitivas 

8.2. Integrales indefinidas 

8.3. Propiedades de las integrales 
indefinidas 


8.4. Integrales indefinidas 
inmediatas 

Métodos básicos de integración 

9.1. Integración por 
descomposición 

9.2. Integración por cambio de 
variable 

9.3. Integración por partes 

Aplicaciones de la integral 

definida 

10.1.Área de figuras planas 

10.2.Área limitada por dos funcio- 
nes continuas y las rectas 
x=ayx=b 

10.3. Aplicaciones en física 
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Álgebra lineal 


Objetivos 


+ Proponer soluciones creativas a situaciones con- 


cretas de la realidad nacional y mundial median- 
te la aplicación de las operaciones básicas de los 
diferentes conjuntos numéricos, el uso de modelos 
funcionales, algoritmos apropiados, estrategias y 


dad la validez de procedimientos y los resultados 
en un contexto. 


Desarrollar estrategias individuales y grupales que 
permitan un cálculo mental, escrito, exacto o esti- 


mado y la capacidad de interpretación y solución 


métodos formales y no formales de razonamiento pe 
de situaciones problémicas del medio. 


matemático que lleven a juzgar con responsabili- 
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2.1. Adición de matrices 

2.2. Multiplicación de una matriz 
por un número real 

Matriz identidad 


8.1. Inecuaciones y sistemas de 
inecuaciones con una incógnita 
8.2. Inecuaciones y sistemas de 
inecuaciones con dos incógnitas 
A, Matriz inversa 8.3. Sistemas lineales de inecuacio- 
4.1. Cálculo de la matriz inversa a nes con dos incógnitas 
partir de la definición 9. Introducción a la programación 
4.2, Cálculo de la matriz inversa por lineal 
el método de Gauss-Jordan 9.1. Métodos de resolución 


om 


Algebra y funciones (84 - 115) 


5. Ecuaciones lineales 9.2. Tipos de soluciones 
1. Matrices numérica Ó. Sistemas de ecuaciones lineales 10. Aplicaciones de la programación 
1.1. Concepto 6.1. Clasificación de sistemas de lineal 
1.2. Representación ecuaciones lineales 10.1.Problema del transporte 
1.3. Igualdad 6.2. Notación matricial 10.2.Problema de la dieta 
1.4. Tipos de matrices 7. Método de Gauss 10.3.Otras aplicaciones 
2. Operaciones con matrices 8. Inecuaciones lineales 
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Vectores en el espacio 


Objetivos 


e Producir, comunicar y generalizar información de responsabilidad social. 
manera escrita, verbal, simbólica, gráfica y/o tec- 
nológica mediante la aplicación de conocimientos 
matemáticos y el manejo organizado, responsable 
y honesto de las fuentes de datos para comprender 
otras disciplinas, entender las necesidades y poten- 


cialidades de nuestro país y tomar decisiones con 


Geometría y medida (120 - 149) 


* Valorar el empleo de las TIC para realizar cálculos y 
resolver, de manera razonada y crítica, problemas 
de la realidad nacional, argumentado la pertinen- 
cia de los métodos utilizados y juzgando la validez 
de los resultados. 


1. Vectores 

1.1. Equipolencia de vectores 

1.2. Vectores libres 
2. Operaciones con vectores A 
2.1. Adición de vectores 


5.3. Expresión analítica del pro- 
ducto escalar 

5.4. Aplicaciones 

Producto vectorial 


O A ) 6.1. Definición 
O 2.2. Multiplicación por un número 6.2. Propiedades 
3 real La 6.3. Expresión analítica 
S 3. Elespacio vectorial R 6.4. Aplicaciones 
a 9 ESIMBONSnIeS 7. Producto mixto 
z 4.1. Operaciones con componentes 71. Definición 
pe 4.2, Componentes de un vector 7.2. Propiedades del producto 
z determinado por dos puntos mixto 
a 4.3. Punto medio de un segmento 7.3. Interpretación geométrica 
5. Producto escalar 7.4, Expresión analítica 
9.1. Definición 7.5. Aplicaciones del producto 
5.2. Propiedades del producto mixto 
escalar 
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Geometría en el espacio 


Objetivos 


Valorar sobre la base de un pensamiento crítico, crea- 
tivo, reflexivo y lógico la vinculación de los conocimien- 
tos matemáticos con los de otras disciplinas científicas 
y los saberes ancestrales para plantear soluciones a 
problemas de la realidad y contribuir al desarrollo del 


Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el uso de 
herramientas matemáticas al momento de enfrentar 
y solucionar problemas de la realidad nacional de- 
mostrando actitudes de orden, perseverancia y ca- 
pacidades de investigación. 
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entorno social, natural y cultural. 


1.4, Ecuaciones implícitas 

1.5. Posiciones relativas de dos 4, 
rectas 

1.6. Posición de rectas respecto 
de la referencia 

2. Planos en el espacio 

2.1. Ecuación vectorial 5 

2.2. Ecuaciones paramétricas 

2.3. Ecuación general 

2.4, Posición relativa de 


E 


Posición relativa de recta y plano 
Ángulos entre elementos del espacio 

4.1. Ángulo entre dos rectas 

4.2. Rectas perpendiculares 

4.3. Planos perpendiculares 

4.4. Ángulo entre recta y plano 
Distancias entre elementos del espacio 
5.1. Distancia entre dos puntos 

5.2. Distancia de un punto a una recta 
5.3. Distancia de un punto a un plano 


Geometría y medida (150 - 179) 


dos planos 5.4. Distancia entre dos rectas 
1.  Rectas en el espacio 2.5. Posición relativa de 5.5. Distancia entre dos planos 
1.1. Ecuación vectorial tres planos 5.6. Distancia entre recta y plano 
1.2, Ecuaciones paramétricas 2.6. Posición de planos 


1.3, Ecuaciones continuas respecto de la referencia 
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Probabilidad 
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Valorar sobre la base de un pensamiento crítico, 
creativo, reflexivo y lógico la vinculación de los co- 
nocimientos matemáticos con los de otras disciplinas 
científicas y los saberes ancestrales para plantear 
soluciones a problemas de la realidad y contribuir al 


Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el uso de 
herramientas matemáticas al momento de enfrentar 
y solucionar problemas de la realidad nacional de- 
mostrando actitudes de orden, perseverancia y ca- 
pacidades de investigación. 


desarrollo del entorno social, natural y cultural. 


2.2. Definición axiomática 

2.3. Propiedades de la probabilidad 7, 
3. Probabilidad condicionada 

3.1, Concepto 

3.2. Propiedades de la probabilidad 8, 


6.1. Función de densidad 
Parámetros descriptivos 
7.1. Esperanza 

7.2. Varianza 
Distribuciones discretas 


condicionada 8.1. Distribución de Bernoulli 
3.3. Sucesos dependientes y sucesos 8.2. Distribución binomial 
independientes 8.3. Distribución de Poisson 
3.4, Teorema de la probabilidad 9. Variable estadística bidimensional S 
Estadistica y probabilidad (180 - 212) total 7.1. Organización de datos E 
1. Sucecós 3.5. Teorema de Bayes 9.2. Análisis de datos 3 
. s , 1 Le 'o) 
1.1. Suceso seguro y suceso imposible A, pd pi 9,3, Interpretación gráfica de la el 
12. Operaciones con sucesos e s AN O sl relación entre variables , 
1.3. Sucesos compatibles y sucesos e IPOS y e variable alea orial 9.4, Coeficiente de Pearson a 
incompatibles 5. Distribución de probabilidad de una 9.5. Regresión lineal 2 
1.4. Sistema completo de sucesos variable aleatoria discreta 9.6. Rectas de regresión y E 
2 Prbabllidad 9.1. Función de probabilidad predicciones [58 
6. Distribución de probabilidad de una 9.7, Valoración de las predicciones 


2.1. Definición experimental E a 
variable aleatoria continúa 
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Destrezas con criterios de desempeño: Unidades 


A AO ATEN. EA AS: AA 
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+ Reconocer el conjunto de matrices M ,_, (R) y sus elementos, así como las matrices especiales: nula e identidad. y : Se dE 
+ Realizar las operaciones de adición y producto entre matrices M2x2 (R), producto de escalares por matrices Y a 
M,,. (R), potencias de matrices M,,. (R) aplicando las propiedades de números reales. 0 A E: 
* Calcular el producto de una matriz de M,,, (R) por un vector en el plano y analizar su resultado (vector y no 0 Y EE: 
matriz). : >. 
+ Reconocer matrices reales de mxn e identificar las operaciones que son posibles realizar entre ellas según sus , ; : Y : a 
dimensiones. A 2 A 
+ Calcular determinantes de matrices reales cuadradas de orden 2 y 3 para resolver sistemas de ecuaciones. A mm Y: 2 A 
+ Calcular la matriz inversa A* de una matriz cuadrada A cuyo determinante sea diferente a O por el método poi z poo FO El 
de Gauss (matriz ampliada) para resolver sistemas de ecuaciones lineales. A A A 
* Resolver y plantear problemas reales o hipotéticos que pueden ser modelizados con derivadas de funciones : Y : : 


cuadráticas identificando las variables significativas presentes y las relaciones entre ellas, juzgando la perti- 
nencia y validez de los resultados obtenidos. 


* Interpretar de manera geométrica y física la primera derivada (pendiente de la tangente, velocidad instantá- Y : 
nea) de funciones polinomiales de grado <4 con apoyo de las TIC. : 


* Interpretar de manera física la segunda derivada (aceleración media, aceleración instantánea) de una : : 
función polinomial de grado <4 para analizar la monotonía, determinar los máximos y mínimos de estas fun- : Y E 
ciones y graficarlas con apoyo de las TIC (calculadora gráfica, software, applets). : E 


+ Calcular de manera intuitiva la derivada de funciones racionales cuyos numeradores y denominadores sean : 
polinomios de grado <2 para analizar la monotonía, determinar los máximos y mínimos de estas funciones y E Y E 
graficarlas con apoyo de las TIC (calculadora gráfica, software, applets) a 


+ Resolver aplicaciones reales o hipotéticas con ayuda de las derivadas de funciones polinomiales de grado : Y 
<4 y de funciones racionales cuyos numeradores y denominadores sean polinomios de grado <2 y juzgar la : : : : : : : 
validez y pertinencia de los resultados obtenidos. iS lidia oia AO OTE tlad : 
+ Conocer y aplicar el álgebra de límites de sucesiones convergentes en la resolución de aplicaciones o pro- : Y 
blemas con sucesiones reales en matemática financiera (interés compuesto) e interpretar y juzgar la validez : : : : : 
de las soluciones obtenidas. o e ela  esecita A: 
+ Reconocer y graficar las funciones escalonadas para calcular el área encerrada entre la curva y el eje X. ; nn... : enn. qrnnnaas : enn. prnnnnos Prnnnnnas 
+ Realizar las operaciones de suma y multiplicación de funciones escalonadas y de multiplicación de números : E Yi: A 
reales por funciones escalonadas aplicando las propiedades de los números reales. O 
e Calcular la integral definida de una función escalonada, identificar sus propiedades cuando los límites de : ¿ e de ; : 
integración son iguales y cuando se intercambian los límites de integración. Fornnoos enero eonnnoo feennnnafenenons Fernono 
» Aplicar la interpretación geométrica de la integral de una función escalonada no negativa como la superfi- po Y E 
cie limitada por la curva y el eje X. : DS : a y a : a ! as asa . 
+ Calcular la integral definida de una función polinomial de grado <4 aproximando el cálculo como una suce- E: Y 8 
sión de funciones escalonadas. : os : a 7 aa RON ii : 
+ Reconocer la derivación y la integración como procesos inversos. IO ESTOS SIE SIGAS: 
e Aplicar el segundo teorema del cálculo diferencial e integral para el cálculo de la integral definida de una : E Y : : : 
función polinomial de grado <4 (primitiva). : Lian pi O : asnos sa : 
+ Resolver y plantear aplicaciones geométricas (cálculo de áreas) y físicas (velocidad media, espacio recorri- po Ed Y 0 0 
do) de la integral definida e interpretar y juzgar la validez de las soluciones obtenidas. O lo A LO o 
+ Reconocer y graficar funciones exponenciales analizando sus características: monotonía, concavidad y Y E E DE ME 
comportamiento al infinito. y. coo... : eo...» : co...so : c.o....oo : e..... H 
+ Aplicar las propiedades de los exponentes y los logaritmos para resolver ecuaciones e ¡inecuaciones con E : , 
funciones exponenciales y logarítmicas con ayuda de las TIC. eS A a Ad: E : 
+ Reconocer y resolver aplicaciones, problemas o situaciones reales o hipotéticas que pueden ser modelizados Y : 
con funciones exponenciales o logarítmicas identificando las variables significativas presentes y las relaciones : : 
entre ellas y juzgar la validez y pertinencia de los resultados obtenidos. LE po 
a e Identificar la pendiente de una recta a partir de la ecuación vectorial de la recta para escribir la ecuación E i 
2 cartesiana de la recta y la ecuación general de la recta. R* : : , Y : 
S E : z 
3 * Determinar la posición relativa de dos rectas en R* (rectas paralelas, que se cortan, perpendiculares) en la : : 
S resolución de problemas (por ejemplo: trayectoria de aviones o de barcos para determinar si se interceptan). AA ES US EOS BE: 
0) : : : ; > . 
5 + Calcular la distancia de un punto P a una recta (como la longitud del vector formado por el punto P y la pro- O E UE Y : 
(9) s , A . . : . a . 
3 yección perpendicular del punto en la recta P”, utilizando la condición de ortogonalidad del vector dirección : : E 
0 de la recta y el vector (PP) en la resolución de problemas (distancia entre dos rectas paralelas). : OS 
= E 
2 + Determinar la ecuación de la recta bisectriz de un ángulo como aplicación de la distancia de un punto al a O A a , 
una recta. : 
+ Resolver y plantear aplicaciones de la ecuación vectorial, paramétrica y cartesiana de la recta con apoyo A A : 
de las TIC. 


Aplicar el producto escalar entre dos vectores, la norma de un vector, la distancia entre dos puntos, el ángulo 
entre dos vectores y la proyección ortogonal de un vector sobre otro para resolver problemas geométricos, 
reales o hipotéticos en RR”, 


Realizar las operaciones de adición entre elementos de R* y de producto por un número escalar de manera 
geométrica y analítica aplicando propiedades de los números reales y reconocer a los vectores como ele- 
mentos geométricos de R* 


Calcular el producto escalar entre dos vectores y la norma de un vector para determinar distancia entre dos 
puntos A y B en R* como la norma del vector AB . 


Escribir y reconocer la ecuación vectorial y paramétrica de una recta a partir de un punto de la recta y un 
vector dirección o a partir de dos puntos de la recta y graficarlas en R*, 


Determinar la ecuación vectorial de un plano a partir de un punto del plano y dos vectores dirección; a partir 
de tres puntos del plano; a partir de una recta contenida en el plano y un punto. 


Determinar la ecuación de la recta formada como intersección de dos planos como solución del sistema de 
ecuaciones planteado por las ecuaciones de los planos. 


Determinar si dos planos son paralelos (cuando no hay solución) o perpendiculares (si los vectores normales 
a los planos son perpendiculares) para resolver aplicaciones geométricas en [r* 


Aplicar la divisibilidad de números enteros, el cálculo del máximo común divisor y del mínimo común múltiplo 
de un conjunto de números enteros y la resolución de ecuaciones lineales con dos incógnitas (con soluciones 
enteras no negativas) en la solución de problemas. 


Reconocer un subconjunto convexo en R, y determinar el conjunto de soluciones factibles de forma gráfica y 
analítica para resolver problemas de programación lineal simple (minimización en un conjunto de soluciones 
factibles de un funcional lineal definido en R,). 


Realizar un proceso de solución gráfica y analítica del problema de programación lineal graficando las 
inecuaciones lineales, determinando los puntos extremos del conjunto de soluciones factibles y encontrar la 
solución óptima. 


Resolver y plantear aplicaciones (un modelo simple de línea de producción, un modelo en la industria quími- 
ca, un problema de transporte simplificado), interpretando y juzgando la validez de las soluciones obtenidas 
dentro del contexto del problema 


Realizar operaciones con sucesos: unión, intersección, diferencia y complemento, leyes de De Morgan en la 
resolución de problemas. 


Aplicar los métodos de conteo: permutaciones, combinaciones para determinar la probabilidad de eventos 
simples y a partir de ellos la probabilidad de eventos compuestos en la resolución de problemas. 


Identificar variables aleatorias de manera intuitiva y de manera formal como una función real y aplicando la 
función aditiva de conjuntos, determinar la función de probabilidad en la resolución de problemas. 


Reconocer experimentos en los que se requiere utilizar la probabilidad condicionada mediante el análisis de 
la dependencia de los eventos involucrados y calcular la probabilidad de un evento sujeto a varias condicio- 
nes aplicando el teorema de Bayes en la resolución de problemas. 


Identificar variables aleatorias discretas en problemas de texto y reconocer la distrioución de Poisson como 
ejemplo de variables aleatorias discretas y sus aplicaciones. 


Reconocer un experimento de Bernoulli en diferentes contextos (control de calidad, análisis de datos, entre 
otros) y la distribución binomial en problemas de texto identificando los valores de p y Q. 


Calcular probabilidades binomiales con la fórmula (o con el apoyo de las TIC), la media, la varianza de distri- 
buciones binomiales y graficar. 


Analizar las formas de las gráficas de distribuciones binomiales en ejemplos de aplicación con el apoyo de 
las TIC, y juzgar en contexto la validez y pertinencia de los resultados obtenidos. 


Determinar la recta de regresión lineal que pasa por el centro de gravedad de la distribución para predecir 
valores de la variable dependiente utilizando la recta de regresión lineal o calcular otra recta de regresión 
intercambiando las variables para predecir la otra variable. 


Utilizar el método de mínimos cuadrados para determinar la recta de regresión en la resolución de problemas 
hipotéticos o reales con apoyo de las TIC. 


Juzgar la validez de las soluciones obtenidas en el método de mínimos cuadrados al determinar la recta de 
regresión en la resolución de problemas hipotéticos o reales dentro del contexto del problema con el apoyo 
de las TIC. 


Fuente: http://9goo.gl/xcKMvM (Ministerio de Educación del Ecuador). 
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" Noticias y enlaces que : : Los contenidos tendrán: 
contextualizarán la temaáti-  : : = Situaciones contextualizadas. 
ca a abordar. : : = Soporte visual. 


= Uso de regletas y ábacos para 
facilitar la comprensión. 
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= En esta página verás cómo : 


Un alto en el camino 
el tema de la unidad es 


Un alto en el camino tratado en la red. 


as 


= Actividades de base 
estructurada. 
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:» Síntesis de lo aprendido. i Énfasis en la presentación 
: clara de los procedimientos. 


Para finalizar Ejercicios y problemas 
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Autoevaluación 


: = Para fortalecer tu aprenali- 
zaje, dispondrás de varios 
ejercicios. 


= Propuesta al final 
de cada quimestre. 
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CONTENIDOS: 


e Ecuaciones y funciones 
e Vectores y figuras de dos dimensiones. 
e. Estadística y probabilidad condicional. 


REPASO Y REVISIÓN DE CONTENIDOS 


1 Ecuaciones y funciones 


1. Resuelve las siguientes ecuaciones lineales: 


Ax - 3 5x + 1 
A. = 
Z 3 
TS A: 
BEA A 
10 2 3 
3(x +1) x-4 
da. ——— x= —— 
2 3 
X+2 -5x 
) A 


2. Determina el conjunto solución para x € RR. 
4 
a. dx EX 3 = 68 


b. 2x*-3x*+ 5x?+3=7 


3. Halla el valor de k sabiendo que el polinomio 
Q()= - x9+ 4x” - 2x - kes múltiplo de x - 3. 


4. Escribe una ecuación de segundo grado cuyas 
soluciones sean las siguientes. 


a.x,=1,x,= 4 
bx, =2,x,= -1 
a: X,=3, x,=7 
d. x, = -11,x,=0 


e, X, =X,= -2 


5. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones. 


xX+Fy+z=4 
2X+y+3z=-2 
3I+y+2z=1 


xX-y+z=1 

x+y-z=-1 
x+y+z=1 
X+Fy+zZ=3 


3IX+y-22=-1 
xX+2y-Z=-5 


O 
306 16 UUO 


6. El polinomio P(x) = ax* + bx + c; y cumple lo 
siguiente. 
P(D)=0;P(-2)=12; P(3)=2 
Halla a, b y c. 


7. Determina el dominio y recorrido de estas fun- 


ciones en IR. 
a. f(x)=2x-1 
De JL0O)=>x 
1 
Cc f=x 


2 1 


| 
8. Dadas las funciones f(x) =7;x +4 0 y g(X) =X- 2, 


calcula: 

a. (f + 8) 
O. f - 8)6) 
Cc. (f*8)4) 


f 
8 (1) 


9. Demuestra si la función es biyectiva 


il 
fo = == 


su dominio y rango. Finalmente, calcula la inver- 


x% 2.Si no lo es, redefina 


sa de la función. 


10. Halla las asíintotas de las funciones siguientes. 


12x” + 2x -1 
LO) = 27 
Xx+8 
00= RRA 
-3X+5 
c. f(x) = 2x +9 
3x* + 3x -1 
A f0)= ag 7 


11. Estudia la continuidad de: 
5 six<3 


X-2si3<x<24 


f (o) = 


07) six > 4 
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Vectores y figuras en 
dos dimensiones 


, Sabemos que tan a = -2 y Tr /2 < a < 180". Halla 
el seno y el coseno de. a, 180%-a y 2Tt-a. 


. Las componentes rectangulares de u y v son 
u = (-1, 3) y Y = (2, -2). Calcula las componentes 


, Las componentes de u y v son (1, 3) y (-2, 5). 
Calcula. 
a. u:v 
b. Ju] 
c. |v| 


3 
d. cos (u, v) 


. Halla las coordenadas del punto medio del 
segmento de extremos A = (1, 3) y B = (-5, 5). 


, Determina la posición relativa de las rectas r y s 
de ecuaciones -x + y = -1 y 2x+ 3y + 3=0. 


, Determina la posición relativa de las rectas r y s 


de ecuaciones -x+ y= 1 y 2x- 2y=-2. 


Y TAMBIÉN: |a?. 


Razones trigonométricas del 
ángulo al 


S _ Cateto opuesto 
a hipotenusa 


cateto adyacente 


Coseno a = : 
hipotenusa 


cateto opuesto 


id cateto adyacente 


cateto adyacente 
cateto opuesto 


Cotangente a = 


hipotenusa 


Secante al — cateto adyacente | 


hipotenusa 


Cosecante a = cateto opuesto 


18. Halla la ecuación de la recta que pasa por el 
punto (-1, 2) y es paralela a la recta de ecuación: 
X-2_y+3 
E 


19. Halla la ecuación de la recta que pasa por (0, 5) 
y es paralela a la recta de ecuación y = -2x + 1. 


20. Halla la distancia entre la recta r: 4x - 3y + 1 y el 
punto P = (-1, 2). 


21, Halla la distancia entre las rectas r: 2x + 3y -4=0 
y Ss: 2x+ 3y+7=0, 


22, Averigua si los puntos A, B y C están alineados. 
a. A=(0,3),B=(1,1),€=:.(=1,5) 
b. A= (-1,3),B= (4,0), C= (2, 6) 


23. Encuentra el valor de m para que los puntos 
A= (2, -1),B=(0, 2) y C= (-1, m) estén alineados. 


24. Escribe en todas las formas la ecuación de la 
recta que pasa por el punto A = (-5, 3) y que 
tiene vector director v= (-1, 1). 


25. Una recta pasa por el punto A (3, -2) y tiene por 
vector director v= 2i+j. Determina gráficamen- 
te si el punto B (5, 3) pertenece a la recta. 


26. Una recta pasa por el punto A (-1, 2) y tiene por 
vector director v = 21 +3). 


a. Calcula gráficamente las coordenadas de otros 
dos puntos de la recta. 


bp. Calcula la pendiente de la recta. 
C. Determina la ecuación de la recta. 


27, Calcula la ecuación de la recta que pasa por el 
punto A (-3, 3) y tiene por vector director v=1- 2]. 


28. Determina la ecuación de la recta de la figura. 


Y 


5 
¡El 
E 
mall 
Ge 
Ta: 
su 
mi 
PAU 
Mu 
NA 
"Ne 


A ASE 
EXLDEMEDCE 
Hal 
pss 
pl 
Ia] 

x 


29. Determina el coseno del ángulo que forman las 
rectas r y s cuyas ecuaciones son las siguientes: 
4 
yata six e 
2 3 


r:x-4= 


30. Escribe la ecuación general de la circunferencia 
de centro C = (1,3) y radio 5. 


31. Halla la ecuación de la circunferencia si uno de 
sus diámetros tiene como extremos los puntos 
A =(-3,-7) yB=(2, 5). 


32. El eje mayor de una elipse mide 6 cm y su distan- 
cia focal, 4 cm. ¿Cuánto mide el eje menor? 


33. Halla la ecuación reducida de la elipse de focos 
F = (3, 0) y F' = (3, 0) y cuyo eje mayor mide 
10 cm. 


34, El eje real de una hipérbola mide 6 cm y su eje 
imaginario, 8 cm. ¿Cuánto mide la distancia focal? 


35. Comprueba si las siguientes ecuaciones repre- 
sentan circunferencias y, en tal caso, halla el 
centro y el radio. 


a. x?+ y?+ 3x-2y-3=0 
b.x?+ y*-2x+6y+14=0 


36. Halla la ecuación reducida de la hipérbola de 
focos F = (4, 0) y F'= (+4, 0) y cuyo eje real mide 
6 cm. 

Estadística y probabilidad 

condicionada 


37, Halla las probabilidades de los sucesos, C*, € fM CS, 
y A N B sabiendo lo siguiente. 


P(AUB)= PO =>47 


38. Calcula la probabilidad de que la puntuación 
obtenida al lanzar un dado sea un 2, sabiendo 
que la puntuación es un número primo. 


39. La encuesta a un grupo de 160 personas revela 
que 96 de estas adquieren la revista A; 48, la re- 
vista B y 16, la revista C. ¿Cuál es la probabilidad 
de que, si elegimos dos al azar, sean comprado- 
res de la revista A? 


40. Un 35% de una clase son seguidores de un gru- 
po musical A; un 30%, de otro grupo B, y a un 
15% le gustan ambos grupos. Calcula la proba- 
bilidad de que al elegir un estudiante al azar. 


a. Sea seguidor de B, sabiendo que le gusta A 


b. Sea seguidor de ambos grupos, sabiendo que 
le gusta alguno de los dos. 


41. De una bolsa que contiene 9 bolas, numeradas 
del 1 al 9, extraemos una bola. Si es par, coge- 
mos un bolígrafo de la caja A, y si es impar, co- 
gemos un bolígrafo de la caja B. 


A 


Elabora un diagrama en árbol y calcula la pro- 
babilidad de coger un bolígrafo rojo. 


42. En un determinado experimento aleatorio solo 
son posibles cuatro sucesos elementales A, B, C y 
D. Si sabemos que P(A)= P(B) = P(C) y P(D) = 2. 
P (A), ¿cuánto vale P (D)?. 


43. Cogemos al azar una ficha de un dominó y su- 
mamos los puntos. Halla la probabilidad de que: 


a. La suma de puntos sea 8. 
b. La suma de puntos sea un cuadrado perfecto. 


Y TAMBIÉN: (4? 


Ecuaciones cónicas: 


Circunferencia +y—el 


Elipse 


Hipérbola 
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Funciones y límites 


CONTENIDOS: 


1. 


Exponentes y logaritmos 

1.1. Función exponencial 

1.2. Función logarítmica 

1.3, Ecuaciones exponenciales 

1,4, Ecuaciones logarítmicas 

Límites de funciones 

2.1. Límite finito de una función en un punto 
2.2. Límites laterales finitos 

2.3. Relación entre el límite y los límites laterales 
2.4. Límite infinito de una función en un punto 
2.5. Límites de una función en el infinito 
Propiedades de los límites 

3.1. Propiedades 

3.2. Indeterminaciones 

Cálculo de límites 

4.1. Límites de funciones polinómicas 

4.2. Límites de funciones racionales 

4.3. Límites de funciones definidas a trozos 


Levantar indeterminaciones para calcular 
límites 

Aplicación de límites 

6.1. Asíntotas verticales 

6.2. Asíntotas horizontales 

Continuidad 

7.1, Continuidad en un punto 

7.2. Continuidad lateral 

7.3. Continuidad en un intervalo 
Propiedades de las funciones continuas 
8.1. Continuidad de las funciones elementales 
Teoremas relativos a la continuidad 

9.1. Teorema de conservación del signo 
9.2. Teorema de Bolzano 

9.3. Teorema de valor intermedio 

9,4. Teorema de Wejerstrass 


En Internet: 


El estudio de funciones muchas veces requiere 
aproximar resultados cuando x toma valores 
muy grandes. En el link hitp://goo.gl/DamnTB 
encontrarás un problema elaborado por la 
NASA acerca de la relación entre un protón de 
alta energía y un electrón. 


http://goo.gl/Uwnv0P 


Libro: 


Si necesitas refuerzo en los temas de esta 
unidad, acude al libro que encontrarás en el 
siguiente enlace: hittp://goo.gl/TJt4bF. 


La imagen nos muestra la trayectoria de un 
cohete espacial desde su despegue hasta que 
sale de la atmósfera terrestre. Como podemos 
observar, el cohete parte de una posición 
vertical, y lentamente curva. En esta unidad 
aprenderemos a predecir la trayectoria de una 
función mientras avanza, lo cual es útil para 
modelar varios eventos como el viaje de este 


cohete a través del espacio. 
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. EXPUNENTES Y LOGARITMOS 


Antes de entrar al estudio de sus funciones, daremos un re- 
paso al uso y propiedades de los mismos. 


CALCULADORA - $ 


Las calculadoras científicas 
disponen de las teclas [E] y 
43 que permiten hallar los lo- 
garitmos decimales y natura- 
les de un número positivo. 


Exponentes 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| yI 1. 1 

| Dados dos números reales a E RR y n E N, definimos a la po- 
¡tencia enésima de a como: 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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| 
| 
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| 
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| 
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a”=a:a:.. a 
n factores 
Maa 0.3611 SiazO 1 
0 als.) a gn 
A d Podemos representar una raíz mediante exponentes fraccio- 
narlos. 
a"=va:neN ns+la>0 
Logaritmos 


El logaritmo cuya base es 10 
se llama logaritmo decimal. Recuerda ahora que el logaritmo de un número es el ex- 
El logaritmo cuya base es el ponente al que debemos elevar la base para obtener ese 


número e sé llama logaritmo numero. 
natural 


Dados dos números a, n E R siendo a > 0, a + 1 definimos el 
logaritmo de a base n, denotado por log, a como: 


Propiedades log a=bon'=a,n>0,n+1 


1. El producto de potencias de igual base es | 1. El logaritmo de un producto es igual a la 
igual a la misma base elevada a la suma suma de los logaritmos de los factores. 
de los exponentes. a, b>0 

n>0 

. El logaritmo de una potencia es igual al 

2. La potencia de otra potencia es igual a exponente por el logaritmo de la base. 
la base elevada a todos los exponentes 
multiplicados. 


log (a: b) =log_a+log b 
asat=a”"" 2aek 


b=b.- a, b, n€lR 
log a” =b : log_a 0 
, El logaritmo de una fracción es igual al 
logaritmo del numerador menos el loga- 
3. Cualquier número diferente a cero eleva- ritmo del denominador. 
do al exponente 0 es igual a 1. log a/b= log a - log b a eS 


aA=1:24E6ER axzoO 


(a) "4" an meR 


. El logaritmo de la base es 1. 
A. 0 elevado a cualquier potencia, menos 0, 
es igual a 0. 


0r=0:a€RarzoO 


log,a=1 > Ine = 1 


. El logaritmo de 1 es siempre 0. 
log,_1=0 


 arex=x > emit=x 
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7.logat=x > Ine” =x 


E Tabla 1. 


1.1 Funciones exponenciales 


En un cultivo de bacterias niftrobacter agllis, un ejemplar se 
divide aproximadamente en dos cada día. Si queremos ave- 
riguar la población descendiente de este ejemplar al cabo 
de dos días, o después de un mes, tendremos que calcular 
las siguientes potencias. 


Observa que la relación 
que existe entre el núme- 
ro de descendientes y 
los días transcurridos es 


e Alcabo de dos días: 24= 4 individuos una función dada por 

* Alcabo de un mes: 23= 10737-10* individuos una potencia de base £. 

y Esta función la llamamos 

Por lo tanto la función se expresa: f(x) = 2* función exponencial de 

Podemos definir la función: base 2 y la escribimos 
f: RR* A 


x>f(x)=a*, donde a€ RYazx 1 


Así, por ejemplo, las funciones f(x) = 3* y h(x) = 0,8* son 
funciones exponenciales de base 3 y 0,8, respectivamente. 


En particular, la función exponencial de base e, f(x) = e*, 
es especialmente importante, ya que describe múltiples si- 
tuaciones reales: evolución de poblaciones, fenómenos de 
desintegración radiactiva... 


La gráfica de las funciones exponenciales varía según la 
base a sea mayor o menor que 1. Observa las gráficas. 
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Podemos definir la función biyectiva: f: |R —> IR* 
x> f(x) = b* 
Las funciones exponenciales f(x) = a*, a > 1, y g(x) =b*,0<b< 1 presentan gráficas simila- 


res las de las funciones que acabamos de estudiar, f(x) = 2* y g(x) = (5) 


Aa gu0 0 HS 


A Tabla 3. 


e Dominio: D(f ) = R Periodicidad: No es periódica. 
e Recorrido: R(f) =]0, +00) Simetría: No es simétrica. 


e Acotación: Está acotada inferiormente por 0. Crecimiento y decrecimiento: Es estricta- 
mente creciente si a > 1, y estricilamente 


e Intersecciones con los ejes: eje OY en el 
decreciente si0<a< l. 


punto (0, 1), ya que al = 1. 


e Continuidad: Es continua en R. e Extremos relativos: No tiene. 


e Inyectividad: Es inyectiva, puesto que cual- 
quier recta horizontal que tracemos sobre 
la gráfica la intercepta como máximo en 

sia li ims=0 y lma=+*+0 un punto. Esto es si 


a E fA)=F6) 


e Tendencia: La recta y > O es una asíntota 
horizontal. 


Si0O<a<1: lima=+0 y lima*=0 Entonces 


X>- 00 X>+ 00 
Xy Sl XA, 
e Sobreyectividad: No es sobreyectiva, pues 
el recorrido no es IR. 


Por tanto f no es biyectiva. 


A MH Tabla 4 
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O 1, Representa en un mismo sistema de coorde- 2. Representa en diferentes planos cartesianos. 

R ¡ nadas las siguientes funciones: IN By 

Y se Ñ aro=[4)  b g0=(2) 

5 | 

o io afea=(3) bem=(>) 

2 ] c. h(x) = 3* 

O | 

= | Cc. h(x) =3* 3. Contesta: ¿Cuál de los dos procedimientos “3 
? anteriores nos permiten analizar mejor las | 
| funciones? | 


A A > o. qn OEI RR A A A A 


1.2 Funciones logarítmicas 


Como vimos, el número de descendientes de un ejemplar 


de bacteria nitrobacter agilis al cabo de t días es 2*. Si que- Observa que, si a un va- 
remos averiguar los días que deben transcurrir hasta tener, lor de x le aplicamos la 
por ejemplo, 32 768 descendientes, tendremos que hallar el función exponencial en 
valor de t para el cual 2t = 32 768. base a y, a continuación, 


la función logarítmica en 
base a, obtenemos de 
2'= 32 768 >t= log, 32 768 nuevo x. Es decir: 


log (a* )=x 


Según la definición de logaritmo, tenemos que: 


Su dominio es los reales positivos, y su rango son todos los 
reales. Es decir, D( f )= R* y I($)= R. 


En general, el número de días que habrán de transcurrir hasta tener un número x de indlivi- 
duos, x, será de t = log,x. 


Vemos, pues, que dicho número de días es una función que viene dada por el logaritmo en 
base 2 de un número. A esta función la llamamos función logarítmica en base 2 y la escribi- 
mos f(x) = log,x. 


f: RR x> f(x) =l0g, x 


Análogamente se cumple que a'"a* = x. Vemos entonces que las funciones exponenciales y 
logarítmicas son funciones inversas. 


Igual que la gráfica de las funciones exponenciales, la gráfica de la función logarítmica 
varía según la base a sea mayor o menor que 1. 


f(x) =log_x, a > 1 


8(x) =logx, 0<a<1 
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A, Representa en el mismo sistema de coordenadas: 
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| 
/ 
| 
¡ a.f()=l0g,x  b.g(x)= log 5 X C.y (x)= log >, x 
3 3 
¡ 
| 
| 


1.3 Ecuaciones exponenciales 


Observa la expresión 2* = 32 768. 


Si hacemos el cambio ax =t 
por las propiedades de las po- 
tencias, se tiene: 


Se trata de una ecuación cuya incógnita aparece en un exponente. 


qa — E — (ay — pr 
ATi=ar ar =grt 
ax 


qe" == 


Para resolver una ecuación exponencial, además de la definición 
y las propiedades de las potencias y los logaritmos, utilizaremos: 


e La inyectividad de las funciones exponenciales: 
x, Fx, > ar Fa* lo que equivale a a+ =2a* > x, =x, 
La inyectividad permite convertir una ecuación exponencial 
en otra ecuación cuya resolución es más sencilla. 

e Un cambio de variable: en general a* = t. 


Este cambio de variable permite convertir una ecuación expo- 
nencial, cuya incógnita es x, en otra ecuación, cuya incógnita 
es t, y de resolución más sencilla. 


Resuelve la ecuación 3%* - 3 x = 18. 
Por las propiedades de las potencias, la ecuación 
se puede escribir. 
32x 
3 
Efectuaremos el cambio de variable 3* = t. De esta 


forma 3*% = t?, por lo que resulta una ecuación cuya 
incógnita es t: 


Resuelve la ecuación 2* = 32 768. 
Escribiremos en forma de potencias de la misma 
base los dos miembros de la ecuación. Para ello 


descompondremos en factores primos el núme- a a 
S= == 


Obtenemos 32 768 = 2*, de donde resulta 2* = 2*”, 
Así pues, por la inyectividad de las funciones ex- 
ponenciales, tenemos que x = 15, 

Observa que este resultado coincide con el lo- 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
ro 32 768. | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
garitmo en base 2 de 32 768. 


t? 
3 
Eliminando denominadores se obtiene la siguiente 
ecuación de segundo grado: 

t?-3t-54=0 
Las soluciones de esta ecuación sont=9 y t= -6, 
Observa que la solución t = -6 no es válida, ya que 
equivale a la expresión 3x = -6, y 3x ha de ser siem- 
pre un número positivo. 
Por tanto, la única solución válida es t = 9, o lo que 


-t=18 


| 
Resuelve la ecuación 2% = 11. | 
Tomamos logaritmos decimales en ambos miem- ; 
bros de la ecuación: | 
log 2%*= log 11 | 
Por las propiedades de los logaritmos: | 
3x "log 2 =log 11 ( 

¡ 

| 

| 

| 

| 

| 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
ÑÑ 


Y de aquí: es igual, 3x = 9. 
3x = _log11_ = 3,46 Escribiendo ambos miembros de la igualdad como 
log 2 potencias de la misma base, tenemos que 3x = 32. 
Luego x = 1,15. 1 U Luegox=2. 


5. Resuelve las siguientes ecuaciones: 
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| 
| 
? 
a z2 == 11024 6321 sae del este lL 
] 
| 
| 


1 2X 
b.y42 == d 250 (E f. 91-2-3-27=0 h.5:tI=6 ff 64+6%4+6%+63%=259 


1.4 Ecuaciones logarítmicas 


Observa la expresión log x = 2,5143. 


Se trata de una ecuación cuya incógnita viene afectada por un logaritmo. 


Para resolver estas ecuaciones utilizaremos, además de la definición y las propiedades de los loga- 
ritmos, la inyectividad de las funciones logarítmicas: 


x, Fx, >logx, + log x, lo que equivale a log x, =log_x, > Xx, =X, 


La inyectividad permite convertir una ecuación logarítmica en otra ecuación cuya resolución es 
más sencilla. No obstante, en este caso, debemos rechazar, si las hay, las soluciones de esta Última 
ecuación que al sustituir en la ecuación inicial originen el logaritmo de un número negativo. 


_ Ejemplo 4 4 Ejemplos 


Resuelve la ecuación Resuelve la ecuación log (x + 1) + log 5 =log (x - 3). 


Escribiremos mediante un solo logaritmo de igual 

base los dos miembros de la ecuación. 

Por la propiedad del logaritmo de un producto: 
log [((x+ 1) : 5] =1l0g (x - 3) 

De acuerdo con la inyectividad de las funciones lo- 
garítmicas, se obtiene la siguiente ecuación lineal: 
(x+1):5=x-3 

Hallamos el valor de x: 
5x+5=x-3>4x=-8 
Por tanto, x = -2. 
Finalmente, sustituimos el valor x = -2 en la ecua- 
ción del enunciado. Se obtiene: 

log (-1) + log 5 = log (-5) 
Como ves, aparecen los términos log (-1) y log (-5), 
que no existen. 
Así pues, concluimos que la ecuación del enuncia- 
do no tiene solución. 


log x=10g 6 +3-log 5 --log9, 


Expresaremos mediante un solo logaritmo de 
igual base los dos miembros de la ecuación. 
De acuerdo con las propiedades del logaritmo 
de una potencia y el logaritmo de una raíz: 

log x=1log 6 + log 53 - log V9 


Por la propiedad del logaritmo de un producto: 
log x= log (6 : 53) -log Y9 
Aplicando la propiedad del logaritmo de un 
cociente: 
log x = log a 
yO 


Y por la inyectividad de las funciones logarít- 
micas: 


E 
ds YO =>=250 


Finalmente, sustituimos el valor hallado en la 
ecuación del enunciado. Se obtiene: 


log 250 =log 6 + 3-log 5-7 -log9 


Puesto que no aparecen logaritmos de números 
negativos, x= 250 es solución de la ecuación del 
. enunciado. E 


| ó. Resuelve las siguientes ecuaciones: S 
| _ E 
¡ A. log (6x -1) - log (x + 4) = log x A. In x = In 3 + 2 In 4 - In 2 9. log (x - 1) + log x = log 10 3 
| a 
| b. log (x + V6) + log (x - V6) =1 e. 2 log(x + 2) -log(5x+6)=0  h. 5log,4 + log,8 = log,x > 
| po 
¡ C.log,9-log,x =2 f. (x- 1) log 2 + log 8 = log 4 ( 5 
N | a 


2. LIMITES DE FUNCIONES 


Un número real L es el límite de una función f(x)cuando x 
2,999 13,999 || 3,001 | 4,001 tiende a x, si para cualquier número real positivo e, existe un 


número real ó, tal que si 0 < [x - x, |< 6, entonces |f (x)-L]<e. 
Lo simbolizamos escribiendo: 


lim f (x) =L 


0 


A menudo nos interesa conocer el comportamiento de una 
función cuando la variable independiente se aproxima a un 
cierto valor. Esta información nos la proporcionará el estudio 
de los límites de dicha función. 


2.1 Límite finito de una función en un punto 


Considera la función f(x) = — y Xx + 1 => f(1) no existe y el 
punto de abscisa Xx = 3. 


E fio. 1. Si elaboramos una tabla (tabla 1 y 2) en la que damos a 
x valores cercanos a 3, aunque menores, y otra similar con 
valores cercanos a 3, pero mayores, podemos ver que en 
ambos casos las imágenes f(x) se encuentran en un entor- 
no de 4. 


Podemos llegar a esta misma conclusión si observamos la 
gráfica de f(x). A medida que estrechamos la franja verti- 
cal en torno a 3, la franja horizontal se estrecha también en 
torno a 4. Decimos entonces que el límite de la función f(x) 
cuando x tiende a 3 es 4. Lo simbolizamos escribiendo: 


lim f(G) = 4 
x>3 
A continuación, fijate en que el valor de este limite coincide 


con: f(3) = sr 4, pero no siempre ocurre esto. 


Z 
x-1 
Así, si Observamos de nuevo la gráfica de f(x), o nos guía- 
mos por las tablas (tablas 3 y 4), podemos ver que: 


lim f(x) =2 


En este punto; el límite no coincide con su imagen, ya que 
f(1) no está definida. 


Observa que, en ambos casos, si consideramos un entorno 
cualquiera del límite L, podemos hallar siempre un entorno 
de x, fal que las imágenes de todos los puntos de este, ex- 
cepto la imagen de x,, estén contenidas en el primero. 
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2.2 Límites laterales finitos 


Considera la función por partes: 

X+1six<2 
FA) | ss y el punto x = 2. 
Elaboramos una tabla en la que damos a x valores en un 
entorno de 2, aunque menores; y otra en la que damos a x 
valores también en un entorno de 2, pero en este caso, ma- 
yores. Como podemos observar en la figura, al acercarse x 
a 2 por la izquierda, las imágenes de f(x) se aproximan a 3. 
En cambio si nos acercamos por la derecha, las imágenes 
de f(x) se aproximan a 1. 


Decimos que el límite lateral de f cuando x tiende a 2 por 
la izquierda es 3; y cuando x tiende a 2 por la derecha es 1. 
Lo simbolizamos escribiendo, respectivamente: 

lmf()=3 lmf(G)=1 

XL x>2Y 
Un número real L es el límite lateral de una función f(x) 
cuando x tiende a x, por la izquierda (o la derecha) si para 
cualquier número real positivo e, existe un número real 6, 
tal que para todos los puntos x < x, (OX > Xx,), si 0 < |x - x, | 
< 6, entonces |f(x) - L|< e. Lo simbolizamos escribiendo 
respectivamente: 


lim f (x) = L lim f(x) = L 
XK, Xx 


2.3 Relación entre el límite y los límites laterales 


Según la definición de límite de una función f en un pun- 
to x,, los valores a los que se aproximan las imágenes por 
fcuando x se acerca a X,, Tanto por la izquierda como por 
la derecha, serán iguales. 


La condición necesaria y suficiente para que exista el lí- 
mite de una función en un punto es que existan los dos lí- 
mites laterales de la función en dicho punto y que ambos 
coincidan. 


7. Enla figura se representa la función f. 


x>-1" x>Z2 


x=-1,x=2yx=53. 


SS o A A a E a A E E A A A E E E A A E 


dy (5L) a. f(2) 
b. limf(9=L e limf()=L 


1,99 


HH Tabla 10 


EM Fig. 2. 


a lim f (9) =L f. limf(x)=L 


9.1 a 


7 O 
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f (3) 

lim F (O) =L 
A 

lim f(x) =L 
x>3 


—Indica si existe el límite de la función en los puntos 
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M Fig. 3. 


lmfG)=+0o0 


| En 
XX, 


O Ea 


+ 
| X>X, 


2.4 Límite infinito de una función en un punto 


Sea la función f(x) = CIAFZY , Considera los puntos 
x= 1LV==Z 


1,001 111 148 


WM Tabla 12 E Tabla 13 MW Tabla 14 MW Tabla 15 


-1,999 -222559 


-2,001 -222185 


De los resultados en las tablas (tablas 10 - 13) y de la figura 
3, deducimos que, a medida que los valores de x se apro- 
ximan a 1, tanto por la izquierda como por la derecho, las 
imágenes f(x) toman valores cada vez mayores. 


De igual forma, observamos que, conforme los valores de 
x se aproximan a -2, por la izquierda y por la derecha, sus 
imágenes f(x) se hacen cada vez menores. 


Decimos entonces que el límite de la función f cuando x 
tiende a 1 es más infinito (+ eo) y que el límite de la función 
f cuando x tiende a -2 es menos infinito (- eo). Lo simbolizamos 
escribiendo: 


limf (Xx) =+0 lim f(x) =- 


x>1 x>-2 


si al acercarse x a x, por la izquierda las imágenes por f se 
hacen cada vez mayores (o menores), diremos que el límite 
lateral de f cuando x tiende a x, por la izquierda es más 
infinito (o menos infinito). Lo simbolizamos (figura 4): 

a. lim f(x) =+00 b. lim f(x) =- o 


XX, XX, 


Igualmente, al acercarse x a x, por la derecha: 
c. limf (Xx) =>+0 a. lim f (x) =- 


XX XX; 


Como en el caso de límites finitos, la coincidencia de límites 
laterales equivale a la existencia del límite. 


8. Calcula los siguientes limites mediante tablas de valores. 


De 
a XxX+1 x“-4 


| 

| 

| 

| 

| ; 

| xX-5 Xx +2 
| x>0 x>-2 
| 

| 

| 

| 


2.5 Límites de una función en el infinito 


E Tabla ló 


Límite finito en el infinito 


En ocasiones, interesa estudiar el límite de una función cuando la 
variable x toma valores cada vez mayores o cada vez menores. 
-6x + 1 

Considera la función f(x) A De la observación de su 
gráfica, o mediante cálculo de valores de la imagen, deducimos 
que, para valores de x cada vez mayores, las imágenes f(x) se 
aproximan cada vez más a -2. De igual forma, para valores de x 
cada vez menores, decimos que el límite de la función f cuando 


x tiende a más (o menos) infinito es -2, y lo representamos así: 


lim f (6) =-2 lim F (o) =-2 


X>-00 x> too 


M Fig.5 


Si al tender x a más infinito (o menos infinito) las imágenes por f 
se aproximan cada vez más a L, diremos que el límite de f cuan- | 
do x tiende a más infinito (o menos infinito) es L. Lo simbolizamos: 


lim f () =1 lim FG) =L | 
ot q 


Límite infinito en el infinito 


Considera ahora la función f(x) = 3x2. AIeO aaa 
De la observación de la gráfica de f, deducimos que, para va- 
lores de x cada vez mayores, las imágenes f(x) también toman 
valores positivos infinitamente grandes. Análogamente, podemos 
comprobar que, para valores de x cada vez menores, las imáge- 
nes también toman valores positivos infinitamente grandes. Deci- 
mos que el límite de la función f cuando x tiende a más infinito (o 
menos infinito) es más infinito, y lo representamos así: 


lim /(x) =+%SVk>0,IM>0,x>M=>f(x)>k 


X>Ttoo 
lim f(x) =+ %SVk>0,IM>0,x<-M>f(x)>k 


X>"” 00 


De la misma forma, si al tender x a más infinito (o menos infinito) 
las imágenes por f toman valores cada vez menores, diremos 
que el límite de f cuando x tiende a más infinito (o menos infinito) 
es menos infinito. Lo simbolizamos: 


lim f(x) =-W%*=Vk>0,IM>0,x>M>Yf(x)>-k 
X> Too 


lim f(x) =-W%*Vk>0,IM>0,x<-M> f(x) >-k 


X—>-00 
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3. PROPIEDADES DE LOS LÍMITES 


Las propiedades de los limites de funciones que enuncia- 

remos a continuación permitirán el cálculo sistemático de 
Y límites. Estas propiedades están definidas para límites finitos, 
L f63=xk aunque, como veremos más adelante, pueden ser aplica- 
das también a límites infinitos. 


3.1 Propiedades 


L1. El límite de una función en un punto, si existe, es Único. 


L2.El límite de la función constante en un punto es la misma 
constante. A 
XX, 
LEE L3.El límite de la función identidad en un punto es el valor de 
ese punto. 


EE . FR) =x>limf(G)=x, 


L4.Si lim f(x) y lim g(x) existen y son finitos, se verifica: 
XX, AX 


lim [£G60 + 2860] = lim fG) + lim g(x) lim £G63)= 2 y lim gx) = 5 lim (f6O) +86) =2+5=7 
XX, XxX, X>X. x>-1 

lim (k* £6)) =k-: lim f(x),k€R. nda Slim: =>: mf 00)=5*"3=15 

XX, X>X, x> x>3 233 


lim [£G60): 260] = lim £Go : lim gG) Ao (x)= 4 y lim 809) =13 > lim (f(X3) g(x)) = 
e: AR = lim 69 *lim 809 = 4:13 = 52 


mile E si lim g() 4 0 o ] im 1022 O _ 4 4 
x>x, g (X) lim g(x) Í X>X, lim g() = -1 x>-2 8(X) lim f(x) - 1 
X>X Sad x>-2 
lim g(9) lim $) =2 ] ] ee bd 
lim [f£ (9:9]= [lim f 69], si lim fG69 >0|. Slim f(3%=(imf())” =2*=64 
Xx>X, x>XÍ X>X, lim g(x) =6 


lim g[£(x)] = gllim £()] , si g es continua en lim f(x) 
ON X>X, XA, 


M Tabla 19 
Las propiedades L2., L3., y L4. permiten calcular de manera inmediata limites de funciones 
polinómicas y racionales. 


Si fG) = P(x) es una función polinómica, 

para cualquier x.. lim (-x?+ 5x-2)=-39+5:3-2=-9+15-2=4 
lim fG) = P(x,) x>3 
EX, 


es una función racional, 
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para cualquier x, tal que Q (x,) 4 0: lim 3X-X+5 _3:2%-2+5_ 15 _ 3 


22 x43 243 5 


SA Es] 
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3.2 Indeterminaciones 


Son resultados de operaciones cuyo resultado no es conocido, 
como: 


a Sd s Que pa 0% Ea? E 
(0,0) 


La propiedad L4., que nos indica cómo operar con límites finitos, 
también verifica si una de las funciones o ambas tienen límite 
infinito, o bien, si la variable x tiende a más o menos infinito. 


Al operar con límites tanto finitos como infinitos, pueden apare- 
cer expresiones inicialmente idénticas y cuyo resultado es dife- 
rente según las funciones que se operen. A estas expresiones las 
llamamos indeterminaciones. 


Consideremos las funciones f(x) =x” - 4x”, f(x) = 2x” - 8 y 


f() = AR calculemos lim f(x): 
2x2 - 9 x>-2 


Si aplicamos la propiedad L4.4. de los límites, obtenemos: 


lim 
| A X-4x O 2 (Ax) _ 0 
lim $69 = 08 "Tm Q0x-807 0 
x>-2 


De igual manera, si calculamos 


lim 


| O xX-4 > 2 Ox) 0 
Imf9O= 11228 7 lim (2x-8) 0 
x>2 


. Y 0 . 4 4 2 ” 
La expresión 0 no es ningún número, pues no tiene sentido 
dividir por cero. Pero, si observamos la gráfica de f, deduci- 
mos que lim f(x) =-4 yque lim f(x) = 4. 

xX>-2 xX>2 
En ambos casos hemos obtenido, inicialmente, la misma ex- 

.n 4 0 . 4 . . 

presión, o' y, sin embargo, el valor del limite es diferente. Por 


1] " 0 " " "4 
este motivo, decimos que 0 es una «indeterminación», 


También son indeterminaciones las siguientes expresiones: 


. Sean las funciones f (x)= x?, g (x)= x* — 1 y hG)= -x? — 3, 
cuyas gráficas son las de la figura. 
+  Deduce, a partir de las gráficas, los límites siguientes: 
lim g(x) y lim h(x), 
X>+oo X>+o0 
e Calcula, aplicando la propiedad L4.1, los límites: 
lim (4) +80) y lim FC) + (9) 
e Calcula lim (f(x) + g(x)) y lim(fG)+h(x))  efec- 
X>+0o0 3 5O 
tuando previamente la suma y compara el resultado con 
j el del apartado anterior. 


$. == == ¿=> => EU RN) == ¡NY UN RN => ¿== HU RU AN RU UU UU RAR A] RR == RN NR AR RU NR ==] RAR RU UR == RU UR UU ¡UR 8 UU RU RU => UR RÁ RU UU HU] RU] UU Ue NR A A] RÁ A RÁ) RR RÁ RAR 


MN Fig. 9. 
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Y. CÁLCULO DE LÍMITES 


A continuación, calcularemos los límites de distintas funciones basándonos en las propieda- 
des descritas en el apartado anterior, 


4.1 Límites de funciones polinómicas 


Las funciones polinómicas son de la forma f(x) = P(x)=a x"+..+ax'+a,Va;¡eRA 
nenN,. 


* El límite de una función polinómica en un punto x, es el valor que toma la función en di- 
cho punto. 


lim f(x) =P) 
XX, 
Así lim (2x-1)=2:2-1=3 
x>2 
e El límite de una función polinómica en el infinito vale +00 o -o dependiendo del signo del 
término del coeficiente de mayor grado. 
+osia >0 
lim e: 
x>+0o [-oosia <0O 
Va:ERANEN 


e o o o o e e o e e o o a o a A 


Calculemos: 


De ¡ 
O ¡ 
ra + lim (3x*+5x-1) e lim (-3x?+ 5x-1) e lim (x*+ 2x +8) | 
= xX>-+00 xX>-+00 X>-00 | 
0 | 
A (Sé + 5x=1)= +00 e lim (-3x* + 5x -1)= -00 e lim (<*+ 2x + 8) = lim (60)? + 2(x) + 8)= | 
x>+00 x>-+00 X>-00 x>--o0 ( 

puesto que 3 > 0, puesto que - 3<0, Eno AA ES | 

| 


puesto que 1 > 0, / 


A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A 


4.2 Límites de funciones racionales 

| | PS) AC nen 

En general, las funciones racionales son de la forma f(x) = UE "Dx hb 'abeR 
n 0 | 


En el estudio del límite distinguiremos dos casos: 


-El límite de una función racional en un punto x, es el valor que toma la función en dicho 
punto. Consideraremos tres casos: 


| | P%5) 
1.S1Q (x,) 4 0 entonces pen f(x) = 0)" 
a Calculemos: lim pos 
O x>-1 Lx | 
E im 7H _ CTE 
a x>-1 1 -x (51) V 


A A A O A A A A A A A A 
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2. SIQ (%,) =0yP (x,) = 0, entonces estamos en un caso de indeterminación de tipo > | 
Para resolver esta indeterminación, dividimos numerador y denominador por x - X, 
situación que equivale a factorizar el polinomio, de manera que se puede simplificar el 


: 28 | factor (x-x, ) y calculamos el límite de la expresión simplificada. 


A E 


"8 Calculemos: lim —————————— ¡xx 1 | 
O a 1 -x | 
o | 
= Xx - 7x2 + 6x (x%-6x)* (34) | 
O Lim. —=———— = lim >= 
Ln x>1 ds 1 EL) (1 0 
_ 2 ( 

] x* - 6x e 1*-6:1 5 | 

x>1 “1 -1 | 


A A E O A A E A II 


Si Q(<,) = 0 y P(x) $ O, el límite es más infinito, menos infinito o no existe, dependiendo del 
signo de los limites laterales. 


————_————— ————————— A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AAA AA 


a ] 

"98 Calculemos: — lim 5 
O sy ALL 
3 Calculemos los límites laterales: 
KB + Altomar valores de x próximos a 1, aunque menores, el numerador es negativo (— 1 < 0) y el denomi- 
35 nador, positivo (x?— 2x + 1 = (x — 1)? > 0). Por tanto: 

-1 

lim. =-00 

x?-2x+1 


x>1: 


e  Altomar valores de x próximos a 1, aunque mayores, el numerador es negativo (—1 < 0) y el denomi- 
nador, positivo (x 2 — 2x + 1 = (x— 1)2 > 0). Por tanto: 
-1 


lim — ——_—_—___=-00 
x?*-2x+ 1 


x>1: 


e Como ambos límites laterales son iguales a —oo, podemos concluir que: 


HA A A A A A A A A A A A A A 


e El límite de una función racional en el infinito nos llevará a una indeterminación del tipo 


Ni cuyo resultado dependerá del grado de los polinomios P(x) y Q(Xx). Así, podemos distin- 


guir tres casos: 


P(x) a o Pta xtd 
lim f(x) = lim = lim '-->__——_  —aEeRvief01,.., nj beRvjef0,1,..mjnmenN, 
xX>+00 x>-+00 OG x>-+00 b_x” +. +b,x l- b, z J 


| ' == . 3 S uN E 1 
Sin < m, entonces; aoeÁ (x) =0 Ejemplo: lim + e 0 
Xx>-+00 x*-2 


: - a, : 8x* - 1 
Sin =m, entonces: lim f(x) = Ejemplo: lim —==— = 


x>-+00 Xx>-+00 Ax? + 1 


2x* + 5x - 3 
x>+o  7x*+1 ya que 70 


lim 


| EN o E | 
Sin > m, entonces a A E Ejemplo: 
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4.3 Límites de funciones definidas a trozos 


Calcular el límite de funciones definidas a trozos puede reducirse a tres casos. 


+ Primer caso: Si a las imágenes de todos los valores de x próximos a x, las calculamos 
mediante la misma expresión analítica, procedemos como en el caso de las funciones 
definidas mediante una única expresión analítica. 


== dl a ll O e a e o a o ll a id il o e ls e e O 


Z six= 1 N 

O 

— ? = lim fO)FFA | 

a Calculemos: — lim f(x) donde f(D)=4 37,24 6x | lim f(x) +0) | 

O x>1 LAAÁ six 1 | 

¡el 1 -x | 

S 3 Z Z 2 | 
he ? - TX +HÓ6X _.  (x%-6x): 14=6*1 

] E, AAA A O | 

E ESA A > 14) 1 | 

| 

| 

| 


Nota que en este caso, lim f(x) + f(1) 


A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A 


* Segundo caso: Si a las imágenes de los valores de x próximos a Xx, Por la izquierda las cat 
culamos mediante una expresión analítica, y las de los valores de x próximos a x, por la 
derecha mediante otra diferente, calcularemos los dos límites laterales por separado. La 
existencia del límite depende de si estos dos coinciden. 


—————_——————— A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AA 


Sex SIX 1 
Calculemos: lim £(x) y lim f (x) donde f(x)= 4 2 sil<x<3 
dá lá aL. SS 


e  Alcalcular la imagen de los valores de x próximos a 1 por la izquierda 
y por la derecho, utilizamos expresiones analíticas diferentes. Luego: 
lim f(x) = lim (3-x)=3-1=2 
ús ús lim £(o) = lim £(69> lim FG) =2 


lim: FLO =im2=2 x>1 x>1* x>1 
x>1* x>1* 

e  Alcalcular la imagen de los valores de x próximos a 3 por la izquierda 
y por la derecho, utilizamos expresiones analíticas diferentes. Luego: 
lim f(x) = lim 2 = 2 
xs x= 3 


lim f(O + lim f()> no existe lim f(x 
lim £00 = lim (x+1) = 4 lim fl ) a ) DN ) 
x> x>3* 


A A II ES A NI O A A E A EN E A A A E E E NE O E IE A E O 


e Tercer caso:Para el límite de una función a trozos en el infinito, consideramos solo el tro- 
zo de la función cuyo dominio llegue hasta el infinito y calculamos como una función 
cualquiera. 


Xx-4 six<-2 
10. Sea la función. FAO) =4 -x*+3x+4si-2<x< 1 
2x-1 six>1 


Calcula los siguientes limites. 


a. do] (x) b. lim f(x) E: Se FX) al a f(x) 
x>- x>-2 x> x> 
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5. LEVANTAR INDETERMINACIONES PARA CALCULAR LÍMITES 


0 


Ya vimos cómo resolver la indeterminación del tipo =, que 

se originaban al calcular límites de funciones slonales. A Te 9] 

continuación veremos, mediante ejemplos, cómo resolver Visita: 

otros casos sencillos de indeterminaciones, salvo las del tipo www.disfrutalasmatematicas. 
0% e a%, pues, para ello, necesitamos técnicas de un nivel comy/cálculo/limites.html 


superior al dado en esta unidad. 


il ii e e 


Calculemos: 
jus (544) pE2) 
xX>-+00 E - 1 X 


2 
Puesto que lim +4 _¿0 y lim x+1 
x>+o00 y?.1 x>+0  X 


caso, la indeterminación se resuelve efectuando las operaciones indicadas, pues se obtiene el límite de 
una función racional que ya sabemos calcular. 
Efectuando la diferencia, se tiene: 


= +00 , resulta la indeterminación (+ 00) — (+ 00). En este 


3 2 3 E (32 - 

tim (+4 ] 1 — tim ATAR) a 4xx+1_0 

x>+oAN X” - 1 X x>-+00 (x-1)-x x> +00 (Xx? - x) 
/ 

Calculemos: 

e ER 2-4 ) 
X>-00 x?-3 Ax 
Puesto que, An A =0 y Bos l = - oo, resulta la indeterminación 0 - (— 00). Para resolverla, 
3-0 y2. 3-00 Xx 


operamos convenientemente hasta transformarla en una indeterminación del tipo = , la cual procederá 
de una función racional que ya sabemos resolver. 
Efectuando la operación diferencia, se tiene: 


0 20 3 2 _ 
ES y IN ji APO fi ¿ZO 
xa Ax 


xao  (%2-3):4x x>-00 4x3 - 12x 24 


Nota que en este caso, lim__ f(x) + f(e) ) 


A A A A A A A A A A A A A Y A A A A A A A A A A e a a a EA E A 


——_—_———— ——————— ——————— A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AA 


Calculemos: 
lim (2 pn ) 
x>o+o AX  x2+5J 
0 


Puesto que lim a O y lim A 0, resulta la indeterminación —. 
x>-+00 X x>+00 x? +5 0 


Para resolverla, operamos convenientemente hasta transformarla en una indeterminación del tipo => la 


Al 
Le 
o. 
= 
0 
LL 


cual procederá de una función racional que ya sabemos resolver. 
Efectuando el cociente, se tiene: 

E > 2 2 
lim (2 ¿Al )= tim 2 + (% A 2 ESLO -2 


x>+oA X x? +5 x>+00 X” (x ” 1) x>+oo  X*-X 
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——_—_————— ——— ——— — A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AA 


xe y y 
x+51|x+3 Si la función obtenida F (x) = E se sitúa en el 
Calculemos: — lim 6 
xo +00 N X-1 exponente de la primera potencia, ya tendremos 
que el límite de la base es el número e. 
Puesto que lim X+ 9 =1 y lim Xx” = +01 Ahora bien, para que el exponente de la función 
E E O inicial no resulte alterado, deberemos multiplicar 

resulta la indeterminación 1*”. Esta indetermina- también por la inversa de la función F(x). 
ción se resuelve teniendo en cuenta que: Por tanto, podemos escribir: 

A A 1 F(x) 6 yx? 
a. limFG)=+0  b.lim (14 ) a A EC 

x> +00 x>-+00 F (x) 3 


x? 1 6 x-1 x+ 
o Px+51x+3 La 
; ) lim = 11m x-1 
Así pues, transformaremos la función inicial F(x)£%  k>o+oA X- 1 x>+00 6 


hasta obtener otra de la forma: 
G (x) 


F(x) . 6 x? 
1 lim . 
(1+ 705) O x>+o | Xx-1 x+3 
lim Gx) 
con lo cual, el valor del límite será e*>*" Por otra parte: 
Procedemos como sigue: na 6x? 
Transformamos, en primer lugar, la base de la fun- lim S = lim .————— = 
j 9 x>-+00 x-1 x+3 x>-+00 x* + 2x- 3 
ción X+>5 en la forma CA Para ello, sumamos e 
X-1 F(x) Por tanto, el valor del limite es: 
y restamos 1 a dicha base: > 
de O o do a 6 lim (245) xF3 =e* 
- 1 X-1 X-1 so xs 1 
1 
=1 + 7 
6 y 


A O A A O A A A A A A A A A A A A A A A A A A A — A A A A A A A A A A a A AS E E A a E A O 


El procedimiento descrito en el ejemplo 11 también es válido si la in- 


determinación se presenta cuando la variable X tiende a —00 o a un 
número real x.. 


0 

o 

Ss 

o) 11, Calcula el valor de los siguientes limites: 

O 

O 

a 3. Es? 2 E 

= a XxX? - 5x“ + 6x Nim x“+ 15x-4 

E x>2 x-x-2 x>1 x-1 
: x? + 3x , 22 6 

O: mM A a. lim XFS XRO 

x>0 2x?- x X>-00 x* 2x? +1 


y no igualdades absolutas 


JOHN WALLIS ) 12, Calcula los siguientes limites mediante las técnicas de cálculo 
Matemático inglés (1616-1703). sistemático: 

En 1655 publicó Aritmeticae ? 
infinitorum, considerada una ON 8x* + 3x-5 E ls 6x +2 | 
de las obras más importan- x>o+o0 4Ax?+x>+1 x>-00 2X*-7x+4 ( 
tes del análisis. Dd A | | 
En este libro aparece por pri- b. lim ——— a. lim —2=%—= | 
Ñ ná X>-00 8x + 5 X>-00 2x +3 | 
E mera vez una formalización | 
O de la idea de límite y se in- 13, Calcula los siguientes límites: | 
R troduce también la notación: 5 3 2 
o a. lim == 2) o lim ( TE) | 
3 Xx>-+00 x? - 3 e Xx>+00 vVx+1 | 
Ú 
2 En la notación anterior está bo Tim ZA, 2 ) di x 4% ] | 
Sl implícita que son tendencias x>+oo ld. X-2 x +2 Eo x-3 x= 9 | 
| 
| 


== —— == == —— — — —_——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_——_—_—_——_—_—_—_——_———— 


6. APLICACIÓN DE LOS LÍMITES 


Observa la representación gráfica de las siguientes 
funciones: 


En todas ellas verificamos que, al desplazar el punto P sobre 

la gráfica en la dirección indicada por la flecha, la distan- . A 
cia entre este punto y la recta coloreada de morado tiende 

a cero. Diremos entonces que esta recta es una asintota de 

la función. 


6.1 Asintotas verticales 


Observa de nuevo la gráfica de las dos primeras funciones. 

Como ves, cuando x tiende a 2, f(x) tiende a más o menos 0 y 
infinito para al menos uno de los limites laterales. Decimos 

que la recta x = 2 es una asíntota vertical de la función. En 

general: 


La recta x = x, es una asíntota vertical de una función f sise  M Fig. lO. 
cumple alguna de las condiciones siguientes: 


lim f(x) =+00 lim f(x) = +00 
X>X, xXx 


0 


6.2 Asintotas horizontales 


Observa ahora la gráfica de las dos últimas funciones. Cuan- 
do x tiende a más o menos infinito, g(x) tiende a -1. 


Puede suceder que los puntos de una gráfica se acerquen 
auna recta horizontal solo cuando x tiende a menos infinito 
o a más infinito. En el primer caso diremos que la recta es pa 
una asíntota horizontal por la izquierda de la función; en el 
segundo, diremos que es una asíntota horizontal por la de- 


recho. 
NM Fig. 11. 


La recta y = L es una asíntota horizontal de una función f si 
se cumple alguna de las condiciones siguientes; 


lim f(x) =L lim f(x) =L 

X>-00 xX>+00 
| 14, En la figura representamos la Calcula. 
| función f. 
: a.lim_ .fG) e. lim, ,- £() 
| c 
| b.lim_..-fG) f.lim_+fQ) 3 
¡ | | $ 
| c.lim + f(x) 9. lim _, f(x) S 
| a A z 
| y a. lim, f(x) DIA FA) 3 
| $ 
a 
| 
| 


A A A RS a SA AS A A SS 2 A A A A a a a al 


7. CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN 


7.1 Continuidad de una función en un punto 


Considera las funciones representadas en la figura. Aunque 
las gráficas de estas funciones son bastante parecidas, en 
el punto x, = 2 presentan un comportamiento muy distinto, 


e La gráfica de f puede dibujarse, en un vecindario de 
x,= 2, sin levantar el lápiz del papel. Diremos que es una 
función continua en x,= 2. 


Sin embargo, las gráficas de g, h ei no pueden dibujarse, en 
un vecindario de x,= 2 sin levantar el lápiz del papel, ya que 
presentan una interrupción en este punto. Diremos que son 
E Fig. 12. funciones discontinuas en x,= 2. 


Veamos en cada caso cuál es el motivo de la interrupción: 


+ La gráfica de g se interrumpe en x, = 2 porque no existe 
g(2). 


* La gráfica de h se interrumpe en x, = 2 porque los límites 
laterales por la izquierda y por la derecha en x, = 2 no 
coinciden, es decir, porque no existe lim h(x). 


x>2 


e La gráfica de ise interrumpe en x,= 2 porque, aunque 
exista lim i (x), su valor no coincide con i (2). 
x>2 


e También la función j, representada a la izquierda, es dis- 
contínua en el punto x,= 2. En este caso, el motivo de la 
interrupción es que el límite de j en x,= 2 no es finito. 


Prohibida su reproducción 


Esta idea intuitiva de continuidad se traduce matemáticamente del siguiente modo: 
Una función f es continua en un punto x, si se verifican las tres condiciones siguientes. 
e Existe f(x,) 
e Existe lim f(x) y es finito 
X>X, 
O 7 = 
lim £69 =F(%)) 

Si no se cumple alguna de estas condiciones, diremos que la función es discontinua en x.. 
Comprobemos que la función f(x) es continua en C2: lim f(x) = lim (2x+3)=5 l 
| Ace xo 1 olimf(x=5 

o. = ]; 2 = óS 

Comprobamos si se verifican A 0) lim Qs de io 

las tres condiciones de : 

Xx Co lmf60)=T()=5 

continuidad: A x2+4six> 1 ra O) 

C1:f(1)=1*+4=5 luego f es continua en x, = 1. 


A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A li a E 


2x+3six<Í1 


ps 
Le 
o. 
= 
0 
rr 


Como vimos en el ejemplo, para saber si una función es continua en un punto, debemos 
analizar las tres condiciones de la definición. 


Sin embargo, en la práctica no es necesario comprobar las tres condiciones, ya que estas se 
resumen en la tercera condición. En efecto, para que se cumpla: 


ISA 


Es preciso que exista f(x,), que exista lim f(x) y sea finito, y que ambos coincidan. 


XX, 


7.2 Continuidad lateral 


si consideramos los límites laterales de una función en el punto x,, podemos definir el con- 
cepto de continuidad lateral. 


* Una función f es continua por la izquierda en un punto x, si y solo si se verifica 
lim f69= F(%,). 
X>X, 
e Una función f es continua por la derecha en un punto X, si y solo si se verifica 
lim f(x) = $). 
X>X, 
Análogamente a lo que ocurre con los límites, una función f es continua en un punto x, si y 
solo si lo es por la izquierda y por la derecha. 


15. Comprueba si las siguientes funciones son continuas. 


dol SIX E] 
al. P)==X+5+5 enx, =-5 Co DAL Lex) 
-X+2x+5six>3 


¡l enx, =-1yx, =3 


Prohibida su reproducción 


7.3 Continuidad de una función en un intervalo 


En general, una función es continua en todos los puntos de algún intervalo, lo que nos lleva 
al estudio de la continuidad en un sentido más amplio. 


Una función f es continua en un intervalo abierto si y solo si es continua en cada uno de los 
puntos del intervalo. 


Una función f es continua en un intervalo cerrado [a,b] si y solo si: 


e f es continua en el intervalo abierto (a, b). 
e f es continua por la derecha en x = a. 


e f es continua por la izquierda en x = b. 


Una función f es continua en un intervalo abierto si y solo si es continua en cada uno de los 
puntos del intervalo. 


Una función f es continua en un intervalo semiabierto [a,b [, donde b puede ser un número 
real O +00, si: 


e f es continua en el intervalo abierto Ja, b]. 
e f es continua por la derecha en x = a. 


Esta Última definición también aplica para un intervalo semiabierto (a,b], pero ahora f debe 
ser continua por la izquierda en x = b. 


Con estas definiciones, la función f(x) = es continua en 


el intervalo abierto ]0,+00[, pues en cualquier punto x, de este 
intervalo se tiene lim f(x) = f(x,). 


Pero no es continua, por ejemplo, en los intervalos [0,1] o 
[0,+0o[, ya que no es continua por la derecha en x,= 0 al no 
estar definida en x,= 0. 


16. Estudia la continuidad de las siguientes funciones en el inter- 
valo que se indica. 
23 O 
O F)=1X=2005x<>3 
x?- 11 six>3 


en [0, 3] 
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3. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 


Como consecuencia de las propiedades de los límites, se verifican las siguientes propieda- 
des de las funciones continuas: 


1. La función constante f(x) = k es continua en todo su dominio, D(f) = R, por cuanto: 
lim f(x) =limk=k= f(x,) 
XX, XX, 


2. La función identidad, f(x) = x, es continua en todo su dominio, D(f) = R, por cuanto: 


lim f(x) =limx=x,= f(x,) 
XX, XX, 


3. Si f y gson dos funciones continuas en un punto x.: 
3.1. La función suma, f + g, es continua en el punto x.. 
3.2. La función producto por una constante, k - f, es continua en el punto Xo 


3.3. La función producto, f : g, es continua en el punto x.. 
3.4. La función cociente, L. es continua en el punto x,, siempre que g(x,) + 0. 


3.5. La función compuesta, go f, es continua en el punto x,, siempre que g sea continua 
en f(x). 
3.6. La función [f 9](x) = [f (3)] 9% es continua en el punto x, 


8.1 Continuidad de las funciones elementales 


A partir de estas propiedades, obtenemos de manera inmediata la continuidad en su domi- 
nio de las siguientes funciones: 


e Funciones potenciales: f(x) =x",nEN 


Las funciones potenciales son el producto de n funciones identidad. Así, por las propieda- 
des 2 y 3.3, son continuas en todo su dominio. 


* Funciones polinómicas: f(x) = P(x) =a,x"++*“"*+axw+a, a €R, nen. 


Las funciones polinómicas son combinaciones lineales de funciones potenciales. Así, por 
las propiedades 3.1 y 3.2, son continuas en todo su dominio. 


P 
e Funciones racionales: f(x) = aci 060)+0 
Q4) 
Las funciones racionales vienen dadas por un cociente de dos funciones polinómicas. 
Así, por la propiedad 3.4, son continuas en todo su dominio, mientras Q(x) + O. 


e Funciones raíz: f(x) = Vx,neN,yx>0sin es par. 


e Sin es par: Estas funciones son continuas en el intervalo |0,+oo|[ por la propiedad 3.6 y 
son continuas por la derecha en x,= 0. Así, son continuas en todo su dominio. 


Si n es impar: Estas funciones son continuas en el intervalo |0,+00| por la propiedad 3.6, 
son continuas en el intervalo |-oo, O| por las propiedades 3.2 y 3.6 y son continuas en 
x,=0. Así, son continuas en todo su dominio. 
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También son continuas en todo su dominio las siguientes funciones elementales: 


f(x) =l0g x, 0<a<1 


Las funciones exponenciales son continuas en. Las funciones logarítmicas son continuas en (0, + 00). 


La función h (Xx) = tg x es 


continua en R - > +km 


siendo ke Z ,en los pun- 


105. X= > +km presenta 


La función f (x ) = sen x es continua en IR, ; una discontinuidad no evi- 


table de salto infinito 
g(x) = cos X 


La función g(x) = cos x es continua en RR. 


WM Tabla 22. 


Estudiemos la continuidad de las siguientes funciones: 
a 0d= Ema >. g0)=x* + Inx o. hb9=Vx-2 


a. La función f es una función racional, por tanto, es continua en todos los puntos que no anu- 
len su denominador, es decir, en R - [-2, 2]. 


g es continua en el intervalo j0, + oo]. 
Cc. La función h es una función compuesta de dos funciones, f y g (h= g > f), donde la función 
f(x) =x — 2 es continua en R y la función gy = vx es continua en el intervalo 12, + oo[. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
b. La función g es una función suma de dos funciones continuas, x*en RR y In x en ]0, + oo[, luego | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
nn 4 rd . . | 
La función compuesta h será continua en todos aquellos puntos x, tales que gsea continua en 
| 
| 
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f (x,). es decir, cuando x - 2 > 0. Por tanto, la función h es continua en el intervalo [2, + 00).  ) 
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4. TEOREMAS RELATIVOS A LA CONTINUIDAD 


Las funciones continuas en un punto o continuas en un intervalo cerrado poseen una serie 
de propiedades que estudiaremos en los siguientes teoremas. 


9.1 Teorema de conservación de signo 


si una función f es continua en un punto x, y f(x,) + 0, entonces existe un entorno de x,, 
[x - x, |<6, en el que la función f tiene el mismo signo que f(x,). 


EA 
f(x, 
Fx) -€ 


Xx, 70 Xo X, +6 ds Fig. 18 M Fig. 19 


Como puedes ver en la figura, si f(x,) > 0, podemos tomar un intervalo pequeño (x, - Ó, x, + 0), 


tal que la imagen f(x,- 6) > 0. Por ser continua en x,, las imágenes de este intervalo 
son positivas. 


Se razona de igual manera si f(x,) < 0. 
9.2 Teorema de Bolzano 


Si una función f es continúa en un intervalo cerrado [a,b] y en los extremos de esta toma 
valores de distinto signo, entonces existe al menos un punto c € [a,b] tal que f(c) = 0. 


Intultivamente, este  resul- 
tado es bastante evidente, 
pues para ir de un punto si- 
tuado por debajo del eje x 
a otro situado por encima, 
o viceversa, sin levantar el 
lápiz del papel, deberemos 
cortar el eje x al menos en 
un punto. 


—— ——— — — A A A A A A AA A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A 


Comprueba, utilizando el teorema de Bolzano, que la gráfica de la función f(x) =cosx— 2x+ 1 
corta al eje de abscisas al menos en un punto. 


BA 


| Los valores de la función en los extremos de éste son: 


La función es continua en el intervalo | 0, 


f(0)=2>0 r(5)=1-"<0 


TU 
0,7 
2 


Así pues, por el teorema de Bolzano, existe al menos un punto c € tal que f (c) = 0, es decir, 


la función corta al eje de abscisas al menos en dicho punto. / 


AA A A A A A A A a a a a e a AE 
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Demostración del teorema 
de los valores intermedios 
Supongamos que f (a)< f (b). 
Sea d un valor del intervalo 
(Ff(a), Ff(b)) y sea la función 
84) = f(x) - d. 


La función g es continua en la, 
b], por la propiedad PC3,, y 
además: 

g(a)=f (a)-d<0 

g(b)=f (b)-d>0 
Luego por el teorema de Bolza- 
no, existe un valor c € (a, b) tal 
que g (c) = 0. Es decir, f (c) - d 
= 0, luego f (c) = d. 
Análogamente se razona si 


fa) > f(b). 


El máximo y el mínimo ab- 
solutos pueden alcanzarse 
en los extremos del intervalo 
aunque f no sea monótona. 


9.3 Teorema de valor intermedio 


Si una función f es continua en un intervalo cerrado [a,b], 
entonces la función toma todos los valores comprendidos 
entre f(a) y f(b). Es decir, para cualquier valor d compren- 
dido entre f(a) y f(b). existe al menos un valor c € Ja,b| tal 


que f(c) =d. 


AAA AAA AA AA AAA A q4q<( 2 AA AAA AAA A Á Q<020qZX 0 20 AAA AA AAA AAA A q< A 2 A AAA << mzXA KzAz2A AA AA AAA AAA 


Apliquemos el teorema de los valores intermedios para probar que 
la función f(x) = 4 sen x + 1 toma el valor 3 en el intervalo | 0, a | 


e  Calculamos un valor de c € | 0, e | tal que f( c) = 3. 


La función f es continua en [o , x| por ser suma de dos funcio- 


nes continuas en IR. 


Además, se cumple que f(0)=1y f (5) = 5. Puesto que se verifica 
1 < 3 < 5, por el teorema de los valores intermedios, existe al menos 
un valor | O, a tal que f (c) =3. 
e Para calcular un valor de c resolvemos la ecuación: 

TU 


E 2 AL 
3=4senc+15> senc= > DE = 6 


A A A A A A A A A A A A A a E a 


A E a O O A A O A 


* Una función f tiene un mínimo absoluto en x, si para 
todo x del dominio de f se verifica que f(x) => f(x,). 


Una función f tiene un máximo absoluto en x, si para 
todo x del dominio de f se verifica que f(X)< f(x.) 


9.4 Teorema de Weilerstrass 


Si una función f es continua en un intervalo cerrado [a,b], 
entonces la función alcanza en el intervalo [a,b] su máximo 
absoluto y su mínimo absoluto. 


X 
NM Fig. 22 


Evidentemente, si una función f es continua en [a,b], los puntos (af(a)) y (b,f(b)) pueden 
unirse mediante una curva continua, como se observa en la figura. Así, tendremos dos pun- 
tos x, y x, del intervalo [a,b] en donde la función toma, respectivamente, el mayor y el menor 
valor posible dentro de dicho intervalo, 


Por tanto, la función alcanza su máximo absoluto, M, y su mínimo absoluto, m, en [a,b]. 


Finito 


Funciones 


continuidad 
7 Finito 
Infinito 


asíntota horizontal 


asintota vertical 


Infinito 
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Problemas resueltos Ú 


_, 


1. Aplica el teorema de Bolzano para probar que las gráficas de f(x) = In x y g(x) = e - x se cortan en 
algún punto y determínalo en un intervalo de amplitud menor o igual que la unidad. 


Probar que las gráficas de f(x) = In x y de g(x) = e* 
se cortan en algún punto equivale a probar que la 
ecuación In x = e* tiene al menos una solución. 


Para ello, consideramos la función h(x) = In x — e”, 
Esta función es continua en ]0, +0o[, por ser diferen- 
cia de dos funciones continuas: la primera, In x, en 
]0, +oo[2 y la segunda, e * en R. 
Observa, además, que: 
lim (In x - e *) = - oo y lim (Inx-e *) =+ 00 
x>0* X>+00 
luego, para valores suficientemente cercanos a O se 
tiene la siguiente desigualdad: 
Inx—-e*<0 
Y para valores suficientemente grandes: 
Inx—e>0 


2. Halla el valor que deben tener a y b para que la siguiente función sea continua en IR. >” Solución | 


5Bx six <-1 
469) ax? +b si-1<x<2 
3Xx=2 six > 2 


Es continua en (-oo, -1]U(-1, 2]U(2, +00) por ser una 
función polinómica en cada uno de estos intervalos 
Por tanto, tendremos que calcular a y b para que la 
función f sea continua en x= -1yenx= 2. 


e x=-1: 
f es continua en x= -1 si lim f(x) = f(-1) 


e — Calculamos f(-1): f£+1) =- 5 
e — Calculamos lim FOO 


lim f(x) = lim 5x=-5 


x>-1" x>-1" 
lim f(x) =lim (ax?+b)=a+b 
x>-1* x>-1* 


Para que exista lim f(x), debe cumplirse que: 


Por tanto, por el teorema de Bolzano, existe al menos 
un punto c tal que h(c) = In c — e* = 0. Es decir, la 
ecuación In x = e* tiene al menos una solución. 
Para determinar dicho punto en el intervalo pedido, 
hallaremos el valor de la función h en 1, 2, 3...: 

h (1) =In1-e*=-e*<0 

h (2) =In2-e?*=0,56>0 
Por tanto, el punto de corte de las dos gráficas se 
encuentra en el intervalo (1, 2). 


Y 
e 
2 
g) =e* y FW) =Inx 
ÚO 
1 0 j 26 X 


lim f/G)=lim fG)>-5=aw+b 
x>-1" , x>-1* 
e X=: 


f es continua en x = 2 si lim fQ) =f(2) 
e Calculamos f(2): f(2)= 4a + b 


e Calculamos lim f(x) 
Xx> 
lim f(x) = lim (ax? + b)= 4a+b 
2 XL 
lim f(x) =lim (3x-2)=4 
Xx x 32" 


Para que exista lim f(x), debe cumplirse que: 
x>2 


lim f(x) =lim fG) > 4a+b=4 
ZO > 2" 


Así, para hallar a y b, se plantea el siguiente sistema 
de ecuaciones: 

a+b=-5 

la+b=4 
Resolviendo se obtiene a = 3 y b= - 8. 


y problemas 


Na Funciones y límites 


1. Un elemento radiactivo se desintegra en fun- 4, Calcula los siguientes límites. 

ción del tiempo según la expresión 4 po 
a. li -V5x- e. lim | —= 

donde N(t) es el número de átomos en el 3x +11" l 9-2 YA 

] y ) b. lim f. lim 

instante t, N, es el número de átomos existen- 23 4 2x1 o 

tes en el tiempo inicial t= 0, y A es la cons- 

tante de desintegración que depende del c. lim (5x7 + 4x2 + 4) 9. lim (5x* + 10007 

elemento. Sn paa 

Halla el período de vida media del estroncio, A. o Les) R. ae 


definido como el tiempo que transcurre para 
que el número inicial de átomos se reduzca 


¡ A ER AO 
a la mitad. Para el estroncio: A=7.8219-107?" | 5. Calcula los siguientes límites. 


2. Calcula los límites de las funciones polinómicas cl 6x -3x2 +5 ) 

a continuación. x>+on 3X2-4xX x+2 

a. lim (-x? + 6x - 8) e. lim (3 + 6x) bt [SaEL. ) 
x>0 > OS eS 2.2 Eo, 

b. lim (x” + 6x* - 8x) f. lim (2x? - 6x*) 
->-1 x>3 fi Xx 7x - 3 ) 

2 o -3x* + 2x) e Es 2 01) A 20 x?-9 

d. lim (4x*+ 3x3 + 2x2)  h. lim (3 + 3x3 + 2x?) dia e 6x* +4 ) 
pas e x>ton X+1 2x 


3. Determina el valor de los siguientes límites de 
funciones racionales. 6. Halla las ecuaciones de las asíntotas verticales 


y horizontales de la función representada en la 
figura siguiente: 


ae x +10x+x Ls 1-x 
x>1  x“+5x-18 x>2 (2-x) 
NE 
| 3-10x+4 en -7 
lía, E A == 
0 2x* - 7x- 14 x>-3 X+6x+9 e 
x+ 12 ES : 
C. A A 
na xX+6 x>-1 X+1 : 
E x?- 16 Loli A 
a. lim x?-4 EE x? - 4x-5 É 
sm xX2+2x-x-2 m. lim x?-1 olaa 
A EA x>-00 X-2x +1 E A A A X 
o 24 2x2 12 V l z 
f£ 1 n. lim 
1 x? - 4x? + 6x x>-00  2X si 
0 
| x= xE2 l lim E+4 E 
9: E 3-6 +0 X-2 8 
2] 
A o, 5 
X-5 O. lim a z 
h. lim PTA > 120412 je 
fo 
O 
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7. Calcula el siguiente límite: 
x2+3x-5 
Lim. == 
x>+o0 VX*+2x?4+3-x 
8. Calcula el siguiente límite: 


lim (vas + Xx - V3x? - 5x) 


Xx>-+00 


9. Halla el valor de a para que el siguiente límite 
corresponda a un caso de indeterminación. 
ax* + 2x-6 
lim. == 


x>-1 x?-1 


—Determina el límite para este valor de a. 


10. Halla el valor de a para que se cumpla: 


ax -4 


: IZ y. e 
Pa 3x-1 
2 

TS 43 
11. Considera la función f(x)= Y 3-2X 2 
: 5 
d == 
Sl X ) 


Averigua el valor de m para que la función 
tenga límite finito en el punto x = > y calcu- 
la su valor. 

ax +8 


bx +6 
halla los respectivos valores de a y b para que las 


12, Considera la función f(x) = , Luego, 


rectas x=2e y = -4 sean, respectivamente, la 
asíntota vertical y horizontal de la función f. 


13, Halla el valor que deben tener a y b para que 
la siguiente función sea continua en RR. 


2x+1 > six<1 
f60=| ax-b 


x*-3 six>3 


si 1<x<3 


14, Halla el valor que deben tener m y n para que 
la siguiente función sea continua en RR. 


4mx- 2 SE Z 


F6)= 6 six = 2 
3X+n six > 2 
x*+L 


15. Aplica el teorema de Bolzano para probar que 
las gráficas f(x)= sen 2x y g (x) = 2x— 1 se cor- 


tan en algún punto del intervalo a a ) 


16. Estudia si la ecuación 3 In x = x tiene alguna 
solución real en el intervalo (1, 3). 


17. La función f()= == toma el valor -1 para 


x = 0 y el valor al para x = 3. ¿Podemos 


deducir de este hecho que existe un valor de 
x en el intervalo (0, 3) para el cual la función 
se anula? Justifica tu respuesta. 


x?-x-2 
=>, calcula el va- 
XEM 


lor que debe tener f(-1) para que f sea conti- 
nua en el punto de abscisa x = -1. 


18. Dada la función f(x)= 


19, Demuestra que todo polinomio de grado im- 
par tiene al menos una raíz real. ¿Se puede 
afirmar lo mismo si el polinomio tiene grado 
par? 


20. Comprueba si puede aplicarse el teorema de 
Weilerstrass a las siguientes funciones en el in- 
tervalo indicado. 


—En caso afirmativo, halla el máximo y el míni- 
mo absolutos en el intervalo correspondiente. 


a. f()=2x-4x+5  en][-1,2] 
5 
— 0, 3 
b. g (x) 2-2 en [0, 3] 
Cc. HD) =x-1 en (2, 2) 
ALO) ZAS en [-3, 4] 


Zi 


22, 


Zo 


24, 


Una empresa fabrica un determinado artículo 
que vende a $ 10,2 por unidad. Si un pedido 
supera las 100 unidades, la empresa hace 
una rebaja. El precio de x unidades viene 
dado por la función: 


FQ)= E 


a. Halla el valor de k para que el precio de las 
x unidades aumente de forma continua. 


six < 100 
six > 100 


10,2% 


x e-0,001x 


b. Enla situación del apartado a., ¿cuánto cues- 
ta cada unidad si se compran 400 unidades? 


Estudia la continuidad lateral de la función 


XxX 
o six%0 
-1 six=(Ú 


en el punto x, = 0. 


Estudia la continuidad de la función 


-X six<-1 
FG)=4.x-1 sil EX<>S 
x2+2x+5 six> 3 


en los puntos x, = -1 y x, = 3. 


Calcula los siguientes límites a partir de las re- 
glas de las operaciones dadas en las tablas 17, 
18 y 19. 


lim (V2x+T+x- 5)e lim (644): (Exó-5x +2) 
X> 

lim (2 +3x+5) f. lim (5 +x) i 

x>0 X>-+00 


lim ((3x- 4) Vx2+ 1 DS E EA 

x>2 qe 5x3 + 6x 
ÚVx- 4 

lim (22 h lim [(Xx*+x 

x>111 x+ 1 eno A 


A A A A A A 


) 


a =0 y L, 0 


oo 


+0 < 0 
00 (*) si L=0 
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E Tabla 25. 


coros. ..o..o 


Y Para finalizar 


1) Para describir los efectos de un terremoto 


(4) Determina los valores de a y b para que la 


se utiliza la escala de Richter. Según esta siguiente función sea continua en IR. 
escala, la magnitud M de un terremoto vie- 
ne dada por la expresión: a O 
M = : l S ¿Le 
N.+ E, F(X)=4 asen (x%) + bsi- RES o 
Donde E es la energía del terremoto y E, es COS] X > 7 


una constante igual a 2.5-10* J. 
(5) Sea la función: 


Calcula la energía liberada en el terremo- A. si x<-2 


to de San Francisco del año 1906 si su mag- Ñ 203 E 
nitud fue de 8.25 en la escala de Richter. P()= y XT4SxX+ o 
2x -1 six> 1 
—Calcula los siguientes limites mediante 
E) Calcula los siguientes límites. las técnicas de cálculo sistemático. 
2 Sian) << lmfa 
a. lim * 10x + 4 ene o ES 


x>3 2x*-7x-14 
b. limf(x)  d. limf(x) 
a x>2 


b. lim <-X-2 
x>1  3x-6 
5 '6) Calcula las asintotas de la siguiente función. 
e Fry ONPE <Gst> NP 5 2 
x>5 vV2x+6-4 o A: Gio, 
1 - x*- 1 
d. lim E, 
x>2 (2 -X) 
z La población de un Estado, en millones de 
7x*-5x +3 ] RIOS 
e. lim A habitantes, se rige por la función siguiente: 
x>+00 2x*-9 
So 2) 
O ias 
o X 5055 (t= 2) 
O) Grafica la función f(x)= 7 . y halla las ) 
e ta de X a a. Calcula la población actual (t = 0). 
asintotas verticales y horizontales. y 
| pad y iS b. Calcula la población dentro de diez 
años. 
C. ¿Qué sucede a medida que pasan los 
años”? 


| AUTOEVALUACIÓN 


Reflexiona y autoevalúate en tu cuaderno: 


e Trabajo personal e Trabajo en equipo 


¿He respetado las opiniones 
de los demás? 


e Escribe la opinión de tu familia. e Pide a tu profesor o profesora suger- 
encias para mejorar y escribelas. 
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ZONA + 


FUNCIONES Y LIMITES 
A A A 


El hotel infinito 


La siguiente historia fue contada por el ma- 
temático David Hilbert, para intentar expli- 
car el concepto de infinito. 

Imagina un hotel con infinitas habitaciones. 
Un día, un viajero llega al hotel y pide una 
habitación, pero se encuentra con que to- 
das están ocupadas. La recepcionista le 
dice que no se preocupe, y pide al hués- 
ped en la habitación 1 que se mude a la 
habitación 2, al de la habitación 2 a la ha- 
bitación 3, y así sucesivamente. Ahora, to- 
dos los huéspedes seguían teniendo una 
habitación, y el viajero pudo tomar la ha- 
oteción ll. 

Otro día en que el hotel estaba lleno, un 
bus infinito llegó al hotel, con un número in- 
finito de turistas. La recepcionista entonces 
pidió al huésped en la habitación 1 que se 
cambie a la habitación 2, al huésped de la 


Y SENTIDO CRÍTICO 


La ley de Fechner-Weber 


La psicología estudia la relación existen- 
te entre los estímulos recibidos (intensi- 
dad de la luz, volumen sonoro, peso sos- 
tenido...) y las sensaciones que dichos 


estímulos nos producen. 


La ley de Fechner-Weber establece que 
las sensaciones, S(x), crecen según el lo- 


garitmo neperiano de los estímulos, x: 


SG)=k- In(x) 


Imagina, por ejemplo, que estás escu- 
chando música. Según esta ley, cuanto 
más alto esté el volumen de la música, 
más deberás elevarlo para que tu oído 


aprecie el incremento del sonido. 


habitación 2 a la habitación 4, y así el hués- 
ped en la habitación n se mudó a la habi- 
tación 2n. Así solo las habitaciones pares 
estaban ocupadas, y los turistas pudieron 
ocupar las habitaciones impares sin ningún 
problema. 


=S 


Y  sIYO FUERA... 


Ingeniero civil 

Utilizaria los límites para entender el comporta- 
miento de una función. Dado que el peso y la 
distrivbución de carga estructural en una construc- 
ción pueden ser modelados mediante funciones, 
los ingenieros civiles deben poder mantener un 
equilibrio entre la cantidad de carga posible y su 
distribución para mantener una estructura sólida 
y segura. Los limites juegan un papel importante 
en estos cálculos. 


http://goo.gl/QUYjób 


http://goo.gl/Ise2U4 
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En Internet: 


La optimización de funciones es un tema 
recurrente en varios ámbitos. En la página 
hitp://bit.ly/1z21cpóH encontrarás dos posibles 
soluciones a problemas de optimización de 
transporte. 


El salto base es un deporte extremo que 
consiste en saltar desde un objeto fijo 

con un paracaídas. Aplicando el cálculo 
integral es posible estimar la trayectoria de 
un saltador, y así tomar las precauciones 
necesarias. 


$e 


na |. DERIVADA DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO 


Visita: Recuerda que la tasa de variación media (TVM) nos indi- 
En el link htto://www.geo- ca cuanto varía el valor de una función entre dos puntos 
gebra.org/student/m95509 cualesquiera. La derivada de una función nos informa acer- 
podrás encontrar un applet ca de su variación en un punto. Consideremos la función 


interactivo para afianzar tu 
conocimiento de derivadas 
en un punto gráficamente. 


f(x)=x*+x y calculemos la tasa de variación media en inter- 
valos del tipo [1, x], con x cada vez más cercano a 1. 


(td. nestenae 


Vemos que estas TVM se acercan cada vez más a 3, es decir, el 
límite de las TVM en los intervalos [1, x], cuando x tiende a 1, es 3. 
Este valor, que conocemos como tasa de variación instantánea o 
derivada de f en el punto de abscisa x = 1 nos indica que, para 
valores de x muy próximos a 1, un pequeño aumento de x provoca do ES 
un aumento del valor de f(x) aproximadamente tres veces mayor. 


En general: 


l 
I 
I 
I 
I 
l 
l 
I 
l 
l 
l 
1 


Llamamos derivada de una función f aun punto de abscisax=a y la 0 
' : X)- a 

representamos por f'(a) al límite, si existe: $ (a) = lim PAS Ml Fig. 1 

En consecuencia, decimos que la función f es derivable en el punto a. Observa que si ha- 


cemos h = x - a, se tiene que x=a+ h. Además, si x tiende a a, la diferencia h = x - a tiende 


Ffla+h)-f(a) 
0 h 


a cero. Por lo tanto, también podemos escribir lo siguiente: f'(a) = lirr 
, Interpretación geométrica 


Hemos visto que la tasa de variación media de una función 
f, en el intervalo la, b], es la pendiente de la recta secan- 
te a la gráfica de la función por los puntos P = (a, f (a)) y 


Q = (b, $(b)). 


Cuando Q se acerca a P se tiene: 


e Larecta secante se aproxima a la recta tangente de P. 


e La TVM tiende a la derivada de f enx=a 


luego podemos afirmar que: 


1. Calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos 
indicados usando la definición de derivada. 


a. f(x) =6x-x? enx=- 1 D. g(x) = enx= 3 


XxX 
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XxX 
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2. FUNCIÓN DERIVADA 


Como hemos visto, si calculamos la derivada de una función f en un punto de abscisa x = a, obte- 
nemos como resultado un número real. 


Así, podemos definir una nueva función, f", que asigne a cada punto de abscisa x el valor de la de- 
rivada de f en este punto. 


f: RR 


, si el límite existe. 


fG>+h) - $0) 
h 


x> f'(x)= lim 
S ( ) h>0 
Esta función recibe el nombre de función derivada de f o, simplemente, derivada. 


El dominio de esta función está formado por todos los puntos Xx, Para los que la función f es derivable. 
Calculemos la función derivada de f(x)= 2x?. Según la definición 
de función derivada, tendremos: 


P+D LO di ES z 


f' (a)= lim 
h>0 h>0 


AAA ES TAE A AE E AAA 


a 2 So 2 2 
— tim 25 6xh + 6xh + 2h3-2x tim 2 ex FOXh+ 2H), 


h>0 h o h>0 yd ; 
A partir del cálculo de la función derivada de una función f, podemos hallar fácilmente el valor de 
la derivada de f en diferentes puntos. Así, para calcular f'(0), F'(2) y f'(-3). siendo f la función del 
ejemplo anterior, bastará sustituir x por 0, 2 y -3 en la función derivada f(x): 


f'(0) =6-02=0; f'(2)=6-:2?=24; f'(-3)= 6 - (-3)? = 54 


En la tabla | presentamos la derivada de las principales funciones. 


f6)=kkeR |  f9=0 |  |fG)=smx| fx)=cosx 


f ()=mnER f(x) =cosx f (5) ==senx 


cos? x 


POZA | 0 a e 


MW Tabla 1 WM Tabla 2 


Derivadas de orden superior 


En aquellos puntos del dominio de f' en que f' sea derivable, podemos considerar otra fun- 
ción, f”, que asigne a cada punto de abscisa x el valor de la derivada de f' en ese punto. 
La función así definida recibe el nombre de función derivada segunda de f, o simplemente, 
derivada segunda. 


Análogamente, podemos definir las funciones f"",£W,f9 ,..., F£%, denominadas derivada 
tercera, cuarta, quinta... enésima de f. 
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3. FUNCIÓN DERIVADA Y OPERACIONES 


Aplicando la definición de derivada y teoremas de los limites, obtenemos las propiedades 
para derivar funciones obtenidas de operaciones con otras funciones. 


f0J)=860)+14(0D)=>f00)=800)+HA() f()=k-80)>5f00)=k-"8g(x)k ER 


£09= 800 19 >£(9=8 09 M6) +89 9 | == ELA AIR 


$63) = (8-4) (9 = g(h69)> $6) = 8 (109) HQ) 


E Tabla 3. 


Sabiendo esto, podemos calcular de forma inmediata la derivada de cualquier función 
polinómica: f(x)=a, "+a,, X"U+ + +a, x+a, > f" (x)=na, xXx" +(n-1) a, + +2ax+a,) 
a ERANEN. 


F— — — — —_ — A A A A A A A A A A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A 


Hallemos la derivada de f(x) = x” — 4x3 + 6. Ademós, f, es el producto de una constante (-4) 


. Y 3 , 
La función f es una suma de tres funciones: por una función (x*). Por tanto: 


AN 
l 
| 
| 
| 
| 
f,(x)=x5;f, (4) =-4x3;f,(x)=6 1,09 =x5 5 f,0) =5x' | 
| 
— -4y3 ' a A E 2 
Luego f será la suma de las derivadas de estas tres 1 A E E A ¡ 
funciones: f)=6595f,4x)=0 ¡ 
| 
PER RTS Luego: f' (x) = 5x*-— 12x * 
Hallemos la derivada de la función f(x) = sen? x. Aplicando la regla de la cadena, se tiene: 
La función y es la composición de dos funciones: FG =h:96 =h(E0) > 


cuyas derivadas son las siguientes: 


= sen (2x) 


g(x)=senx y h(x)=x DO f(x) =h'(8G)) : g (Xx) = 2 sen x cos x 0 
g (x) =cosx;h'(x)=2x 0 


Aplicando la regla de la cadena, se tiene: 


/ 


AS E E A A A A A A 


Calcula la derivada de f(x) = log_x, a E RR. Utiliza la regla de la cadena para, a partir de ese 
resultado, obtener la derivada de log g(x) donde g(x) sea derivable, 


2. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 3, Dadas las funciones f(x) = 5x* y g(x) = In x, halla: 


a. f(x) = 4x* - 3x*-Inx+ cos x ál ES b. es) c(gof” d (fog) 
b. f6) =Vx?lnx Ñ l 
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Ejemplo 4 


UY. DIFERENCIAL DE UNA FUNCIÓN 


Recuerda que la tasa de variación media, la proporción media que una función f cambia 


en un espacio Ax, puede expresarse como TVM = E Utilizando esta notación, podemos 


expresar f"(x,) como: 

/ Af df 

=] E II 
P 8) Ss AX dx 

si ahora consideramos la recta tangente a la función en x,, 
la recta cuya pendiente es el valor de la derivada de f(x, ), 
podemos representar el incremento de la recta tangente 
por df y el incremento de x por dx. Teniendo en cuenta que 
f (x,) es la pendiente de la recta tangente en el punto x, , 
tenemos: 


dx = Ax 
df = tan a - dx 


NM Fig. 3 


Dado el hecho que tg a es la derivada de f(x,) 
Af= df=f" (x, ) : dx 


Fijate que para valores de Ax pequeños (Ax=h), df es una buena aproximación del incre- 
mento de la función f, ya que la función se parece a su línea tangente para valores peque- 
ños de Ax, Entonces: 


Af =df =f'(x,):h 

Esta aproximación es práctica para calcular valores de la función cercanos a una x conoci- 
da a partir del uso de la tangente, que es una función más simple de calcular. Procedemos 
de la siguiente manera: 

Af representa el diferencial entre los valores de una función en x=x, y X= X,+ h. 


Af =f (x%,+ 1) - f(x) 


Ya que Af y df son aproximadamente iguales, al reemplazar obtenemos una fórmula para 
aproximar el valor de f a una distancia h del valor conocido en x.: 


f (x,+h) = f(x,) +f£(x,) :h 


Calculemos el aumento que experimenta el área Puesto que f" (1) = 2 1, según lo que acabamos 
de un cuadrado de 1 m de lado al incrementar de ver: 


en 1 cm el lado. 
bz Ape (D)+001=2001=002m* 
Consideremos la función f (1) = 1! y sean] = 1 m 


yh=1cm=0,01 m. Observa que este valor se aproxima mucho al 


incrementoexacto del área: 


AA=A(1+A1)-A(1)=(1+0,01)?-— 1?=0,020 1 m? 


4. Útiliza la diferencial de una función para encontrar: 


una esfera hueca de 40 cm de diámetro exte- 


| 
| 
| | y | 
| a. El volumen de metal necesario para construir  b. El valor aproximado de v25,12 
| 
| rior y 0,2 cm de espesor 


A A A A A A A A O A A a A A pp, ii id e nia, po 
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5. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS 


Ya hemos definido los conceptos de la derivada de una función en un punto y función deri- 
vada. Ahora veremos cómo aplicarlos al estudio del crecimiento y curvatura de una función, 
así como sus puntos extremos y de inflexión. 


5.1 Crecimiento de una función en un punto 


Si f es una función derivable en el punto x = a, podemos determinar su crecimiento o decre- 
cimiento en ese punto gracias al signo de la derivada. 


Recuerda la definición de derivada de una función f en un punto x= a: 
aim 1069-16) 
p)= PEA x-a 


Supongamos que f'(a)>0. Por la definición de límite, para valores de x cercanos a a se cum- 


ple que F0-f) > plo que significa que: 
X-a 


six-a>0>59fGD)-f(a)>0 e EA > fx)>f(a) 
six-a<0Dof(x)-f(a)<0 six<a ofOO)<f(a) 


Esto quiere decir que existe un vecindario de a en el que la función es estrictamente crecien- 
te. Por tanto, f es estrictamente creciente en x= a. 


Igualmente si f'(a) < 0, obtenemos que la función es estrictamente decreciente en x= a. 


5.2 Extremos relativos 


La función representada en la figura 
e Una función f tiene tiene dos extremos relativos: un máxi- 


un máximo relativo | moenx= 1 y un mínimo en x =3. 
en a si existe un en- 


torno de a tal que Observa que en estos puntos la fun- 
para todo x del en ción no es estrictamente creciente ni 
torno se cumple: estrictamente decreciente; por lo tan- 

fE)S<f() to, en ellos la derivada es cero, ya que 
Una función f tiene ho puede ser positiva ni negativa. En- 
tonces, podemos afirmar que si una E Fig. 4 
de a tal que para | función f derivable tiene un extremo 
todo x del entorno se relativo en x= a, entonces f'(a) = 0. 
cumple: 


MIES ACA 


un mínimo relativo en 
a si existe un entorno 


No todos los puntos que tienen la pri- 
les mos y les mera aerivada igual a cero son extre- 
mínimos relativos de | MOs relativos. Así, por ejemplo, si f(x) 
una función suelen  = X” verificamos que f"(0) =0 y; sin 
llamarse extremos re-. embargo, x= Ú no es un extremo re- 
lativos de la función.  lativo de f. Veamos cómo distinguir si 
un extremo relativo es máximo o míni- 
mo a partir del signo de la segunda 
derivada. E Fio. 5 
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CRITERIOS DE LA 2* DERIVADA 


Sea f '(a)= 0 y supongamos que f”"(a) < 0. Como f” es la 
derivada de f”, (f") (a) < 0 implica que f” es estrictamente 
decreciente en x = a. En este caso, alrededor de ese punto: 


Parax<aobf' (x)>f (a) =0 
> f es estrictamente creciente en x. 
Parax>asf(O)<f (a)=0 
> f es estrictamente decreciente en x. 
En x = a, la función f pasa de ser creciente a ser decre- 
ciente. f tiene un máximo relativo en x = a. Análogamente, 


si f”(a) > 0, f tiene un mínimo relativo en x = a. Podemos 
entonces enunciar el siguiente resultado 


Ssif(a)=0yf”"(a)<0 f tiene un máximo relativo en x= a 


Ssif'(a) =0yf”"(a)>0 f tiene un mínimo relativo en x = a. 


—————— ————————— — A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AA AA 


Estudiemos los extremos relativos de la función f(x) = 2 x* - 3x*. 
e Calculamos la función derivada de f: f'(x) = 6x * — 6x, y 
resolvemos la ecuación f'(x)=0: 


6x?-6x=0 5x=0yx=1 


12x-6 
e Analizamos el signo de f” en cada uno de los puntos en 
que se anula f": 


l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
e Calculamos la función derivada segunda de f: f(x) = | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
f"(0)=12:0-6=-—6<0> f tiene un máximo relativo en x = 0. | 

| 

| 


f"(1)=12:1-6=6>0> f tiene un mínimo relativo en x = 1. 


== A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A a E 


5. Encuentra los extremos relativos de las siguientes 
funciones. 


a. f(x) =x -3x*-9+1 a fu == 


b. f(x) =Vx?-1 d. fx) =e* 


| 
| 
| 
| 
6. Sabiendo los resultados del ejercicio 6, describe en qué 
| 
intervalos la función es creciente o decreciente. | 

| 


Extremos relativos 
y recta tangente 


Six = a es un extremo rela- 
tivo de una función deriva- 
ble f, la recta tangente a 
la gráfica de f enx=a es 
horizontal, pues f'(a) = 0. 


Si una función derivable f 
tiene un máximo en x= 
a, las pendientes de las rec- 
tas tangentes decrecen en 
un entorno de a. 


Si una función  deriva- 
ble f tiene un mínimo en 
Xx = a, las pendientes de las 
rectas tangentes crecen en 
un entorno de a. 
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5.3 Curvatura y punto de inflexión 


Observa la figura. Vemos que alrededor de x = 1 la función es mayor que su tangente en 
el mismo punto. En este caso, decimos que f es convexa en x = 1. Además vemos que 
alrededor de x = 4 la ordenada de la función es menor que la de la recta tangente. Enton- 
ces diremos que f es cóncava en x = 4. 

Si f' es dos veces derivable en un punto x = a, podemos determinar su curvatura en ese 
punto de esta forma: 

Si f”"(a)>0> f es convexa enx=a. 


Sif”"(a)<0> f es cóncava enx=a. 


En la figura también vemos que en x = 3 la recta tangente atraviesa la gráfica. Decimos 
entonces que x = 3 es un punto de inflexión de la función. Observa que es en el punto de 
inflexión donde la función pasa de ser convexa a ser cóncava; por lo tanto, en este punto, la 
segunda derivada no puede ser ni positiva ni negativa, consecuentemente debe ser cero. Se 
puede afirmar que: 


Si una función f dos veces derivable tiene un punto de in- 
flexión en x = a, entonces f”(a) = 0. 


Ten en cuenta que el recíproco no es cierto. Por ejemplo si 
f(x) = x*, a pesar de que verificamos que f”(0)=0,x=0 
no es un punto de inflexión. 


Si existe f”'(a) podemos demostrar el siguiente resultado: 


Sif"(a) =0yf” (a) 40 f tiene un punto de inflexión en 
x= 


En ocasiones, puede suceder que en un punto x = a se anulen las derivadas segunda, tercera 
y, así, sucesivamente. Entonces, debemos seguir derivando la función hasta hallar una deriva- 
da que no se anule en ese punto. Si el orden de esta derivada es par y además f'(a)= 0, f 
tiene un extremo en x = a; si es impar, f tiene un punto de inflexión en x= a. 


7. Determina los puntos de inflexión y los intervalos de concavidad o convexidad de las 


siguientes funciones y grafique. 


| 

| 

| 

| 

| 

¡ 

| a. f(x) =x'- x* d. f(x)=vVx?2-1 
sg 0! 
3 | DA) =2xX Sox e.f(0)=VQ3) | 
O. | 
eL TT xr | 
3 | cx) AR f. f(x) = tan x entre --7> Y > | 
O y 
o | 


6. ÁREA BAJO UNA CURVA 


En geometría elemental, deducimos fórmulas que permiten 
calcular el área de cualquier figura plana limitada por seg- 
mentos rectilíneos. Pero ¿cómo podemos calcular el área 
del recinto representado en la figura 1” 


COFRE 
Podemos obtener aproximaciones de esta área mediante 
distintos procedimientos. Fijate, por ejemplo, en los siguientes: 
Procedimiento 1: 


Dividimos el intervalo [ 0, 2] en subintervalos iguales y levanta- 
mos sobre cada uno de ellos un rectángulo cuya altura coin- 
cida con el valor de la función f(x) =x*“+ 1 en el extremo 
inferior del subintervalo. 


0,25-0,5-0,75—1-1,251,51,75—2 Xx 


MN Tabla 4. 
e Consideramos la suma de las áreas de estos rectángulos, 


S., en la que n es el número de subintervalos. Así: 


Para n= 2; 
s,=1-f$(0)+1:-f(1)=1:1+1-2=3 


Para n = 4: Fijate que si A es el área que 
s,=0,5- £(0)+0.5- £(0,5) + 0,5 - $(1) +0,5 + $(1,5) buscamos:, 

=0,5-(1+1725+2+3,25) =3,75 e Mediante este proceal- 

? : ? l miento y para la gráfica 

Para n = 8: usada, s, < A para cual- 

quier cantidad de inter- 

Sq — 0.25 : fF(0) ASE (023) AE f(0,5) +0,20+ valos n. Por tanto s_ es una 

(075) +0,25- FU)+025* F(1,25)+0,25+ P(1,5)+ aproximación por defecto 

0,25 + f(1,75) del área. 
=0,25 + (1+1,0625 + + + 4,0625) = 4,1875 lil ill 


precisa cuanto más gran- 


de sea n. 


Con la ayuda de una computadora, obtenemos: 


S,, = 4,6268, Si =46627, Soo, =46663 


1000 10 000 
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Procedimiento 2: 


Dividimos el intervalo [0, 2] en subintervalos iguales y levantamos sobre cada uno de ellos 
un rectángulo cuya altura coincida con el valor de la función f(x) = x* + 1 en el extremo 
superior del subintervalo. 


X 


0,25 0,50,75 1 1,25 1,551,752 


E Tabla >. 


Consideramos la suma de las áreas de estos rectánguios, S_, 
en la que n es el número de subintervalos. Asi: 


e Para n= 2: 
S,=1:f()+1:$Q0)=1:24+1:5=(2+5)=7 

e Paran= 4: 
037103) +09 *FCIFOS LS 05. 2) 9 70 

e Paran=8: 


02% 21023) 32025 (03) 020 (0.70) + 
0235: (1)+0,25:< (1,25) 0,25<P1L5)+ 0235: (L/5)+ 
0,25: f (2) =5,1875 

Con la ayuda de un ordenador, obtenemos: 


Si =47068 Si.) =46707 Sin =46671 


1000 10 000 


EE) Fijate que si A es el área que buscamos: 


Visita: 
A los procedimientos practica- 


e Mediante este procedimiento y para la gráfica usada, 


dos los conocemos como sumas S, > A para cualquier cantidad de intervalos N. Por tanto 
de Riemann. En el link https:// s, es una aproximación por exceso del área. 
www.desmos.com/calculator/ 

tgyr42ezjg podemos encontrar e Esta aproximación es más precisa cuanto más grande 
un widget interactivo para visua- sea n 


lizar el procedimiento en acción. 


Combinando los resultados de ambos procedimientos, veri- 
fiícamos que, para cualquier n: 
s <ASS 
n n 


Prohibida su reproducción 


Podemos entonces concluir que el área buscada será 4,66... 


7. INTEGRAL DEFINIDA 


7.1 Concepto 


El método descrito en el apartado anterior puede generalizarse para obtener el área de regiones 
como la de la figura de la derecha. Esta región está limitada por la gráfica de una función f, conti- 
nua y positiva en la, b], el eje OX y las rectas x =a y x = b. 


En efecto: 
e  Dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos iguales: 
Motta Cutie 
Cona=t,<t, <t<..<t =b. 


Puesto que f es continua podemos asegurar que f tiene un valor 
mínimo y máximo en cada uno de estos subintervalos. 


Sea mi el valor mínimo y Mi el valor máximo en el subintervalo [t,,t.]. 


e Levantamos sobre cada subintervalo [t,_.,t.] dos rectángulos, uno de 
altura mi y otro de altura Mi (podemos observar el caso correspon- 
diente a n = 4 en la figura). 


+  Calculamos la suma S_ de las áreas de los rectángulos inferiores, y la 
suma S_ de las áreas de los rectángulos superiores. 


n 
S. =Mm, O Us=E apa E = Y mt.) 


1=1 
n 
S.=M, (Est la MIE A EN = Mt) 
1=1 


Observa que: 


* Para cualquier valor den, s,<AS<'S. 


e Al aumentar el número de subintervalos, las sumas inferiores 
crecen y las sumas superiores decrecen, de forma que se acer- 
can cada vez más a un valor común que es el valor exacto del 
área. 


Y TAMBIEN: | 4* 


Podríamos expresar las su- 
mas de las áreas de los rec- 
tángulos inferiores y superio- 


limS_=A= limS a 
a n>00 n res de la siguiente forma: 


n—00 
Diremos que este valor es la integral definida de f entre a y b. a ym =(t-t ) 
n 1 1 i-1 

i¡=1 


Si la función f no es positiva en la, b], podemos definir también n 
las sumas inferiores y las sumas superiores, y sigue verificándose on 25, = (tt) 
que, al aumentar el número de subintervalos, las dos sumas se 
acercan a un valor común. Como en el caso anterior, diremos 
que este valor común es la integral definida de f entre a y b, y 
escribiremos: 


y el valor de la integral defini- 
da entre a y b como: 


lim = ym, (t -t,,)= 
=1 


n >00 1 


b hi 
=A= li M (t-t 
| fG%) dx oe 2 74) 


a 


El símbolo | se llama símbolo de integral, y los números a y b reci- 
ben el nombre de límites de integración inferior y superior, 
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7.2 Propiedades 


Entre las propiedades que tienen las integrales definidas, 
destacamos las siguientes: 


6 +s00)ax= | f6) dx + | god a<b 


2. | kfG69dx=kf? FG) dx 


3. Signo de la integral definida: 


e Si f(x) => 0 para todos los valores de x en el intervalo 
[a,b], |? fG6Jdx>0 y. | f(x) dx=A, siendo A el áreo 
limitada por la gráfica de f, el eje x y las rectas x = a y 
Xx =D. 

e Si f(x) < 0 para todos los valores de x en el intervalo 
[a, bl, [” fGYAx<0 y. | f6)dx=-A siendo A el 


BM Fig. 1 área limitada por la gráfica de f, el eje x y las rectas 


x= IV 


Fa e Si f toma valores positivos y negativos en el intervalo 


b 
[a, b], no podemos determinar el signo de]. fG)dx. En 


este caso, representa la suma algebraica de las áreas 
encerradas correspondientes. 


4. | (fG6ax=|" 69 dx+ |? fG6)dx, paraa <c<b 


E En la figura c podemos observar esta propiedad gráfica- 
l. f(x)dx =-A, +A, mente para una función positiva en a, b]. 


5. |(f(69dx=0 


Esta propiedad es consecuencia de que, al coincidir a y 
b, la sección limitada por la gráfica, el eje x y las rectas 
x=ayX= b, se reduce a un segmento de recta y, por lo 
tanto, tiene área cero. 


6. Si f(x) < gR)VX E la, b] => IN fE)dx < IN g(x) dx 


La integral definida | "f(0Ddx , como se ha definido, 


E Fig. 12 


solo tiene sentido para: a < b. Asimismo, a veces convie- 


ne considerar integrales definidas con límite inferior más 
A=A,+A, grande que el superior. Así, si a > b, definimos: 


| "£G9ds = | f000x+ | Ñ fOgax 7. IN fCgdax=-|_ fGgdAx 
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Ejemplo 6 


7.3 Teorema fundamental del cálculo 


Veamos la relación que hay entre una función f y la integral. Sea f una función continua 
en a, b]. Para cualquier punto x en este intervalo, podemos considerar la integral definida: 


AG9= f,fat 


Como esta integral toma un único valor para cada punto, 
A(x) es una función que llamamos función integral de f. 


Observa en la gráfica que la expresión A (x+h) - A (x) repre- 
senta, aproximadamente, el área del rectángulo de base h 
y altura f (x + h). Cuando h tiende a 0, tenemos que: 

lim A(x + dl A(x) 


h>0 


=$) 


Pero el miembro de la izquierda es por definición A'(x). Por 
lo tanto: 


A(9=f() 


7.4 Segundo teorema fundamental del cálculo 


A partir del primer teorema fundamental del cálculo, podemos demostrar que, si f es una 
función continua en la, b] y F es una función tal que F' (x) = f(x), se cumple que: 


b 
| f(x) dx = F(b) - F(a), donde F es cualquier antiderivada de F 
a 


A la diferencia F(b) - F(a) denotamos como [F(x)]? . 


Este resultado, conocido como el segundo teorema fundamental del cálculo o también re- 
gla de Barrow permite calcular integrales definidas sin necesidad de calcular sumas supe- 


riores e inferiores. 


== o o 


1. Buscamos una función E, tal que: F' = f. 
Como (x*)' = 2x, tenemos que f (x) = x”. 


2, Calculamos F (a) y F (b). Así, pues: 


F(1)=1*=1,F(4)=4*=16 
3. Determinamos la integral definida aplicando la regla de Barrow: 


j 2x dx=[x]/ =16-1=15 


8. Utiliza el teorema fundamental del cálculo para calcular. 


a. IA (3x? - 6) dx o IN (6 + COS (7) ) dx 


RW ————— —— — — ——_—_—_—_—_—_ — —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ — ——_—_—_—_ —_ —_ — — —_ —_ —_ —_ —_ — ———_—_—_—_— 
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7.5 Métodos numéricos de integración 


A veces no es posible aplicar el segundo teorema del cálculo, ya sea porque no conoce- 
mos la expresión analítica de la función f a integrar, o bien porque la función E, tal que 
F" = f es difícil de calcular. 


En estos casos, podemos recurrir a varios métodos numéricos que nos permitirán hallar el valor de 
una integral definida con tanta aproximación como sea necesaria. 


Las sumas inferiores y superiores que vimos previamente en este capítulo son dos ejemplos de estos 
métodos. Cabe destacar también el método de los trapecios, que desarrollaremos a continuación. 


Observa la figura. El método de los trapecios consiste en aproximar 
el área comprendida entre el eje de abscisas, las rectas x= a y x = 
b y la gráfica de la función f para la suma de las áreas de cada 
uno de los trapecios que se forman al considerar una división del 
intervalo [a, b]. Para hacerlo, procedemos de este modo: 


1. Dividimos el intervalo de integración [a, b] en n subinterva- 
los de la misma amplitud: 


[X,, X, |, [xx ], ...,[X,. ,,Xx,], COnx,=ay x,=b E Fig. 15 


2. Utilizando los valores de las imágenes f(x,), F(x,), ... f(X,) calculamos y sumamos el área 
de los trapecios formados. 


"poa 109 +10 Jem 0) +S0) PP” (100 100) 


TES DS O FG 5 
= > + o n 
' 2 2 Z a Z 
Donade h es la amplitud de cada subintervalo. 


Observa que todos los términos, menos los extremos, se suman dos veces. Por esto, la fórmula del 


método de los trapecios resulta como: IN f(x) dx = h po +A) AF )+ PE) 


_ — —— _ —_ _ _ _ — —_ _ —___ _ _ —_ _ _ _ ___—_ _ _ — — — _— —_ _ _ _ _  _  — — _—_ — —_ —_ —_ _ _ _ _ _  _—_ — _ — _ — — — _ __ _ _ — Ñ_— _ _——_— — — — ——_———————————= 


2. Construimos una tabla (tabla 1) con los puntos 
que hemos obtenido y sus imágenes por la fun- 
dividiendo el intervalo de integración en ocho partes. ción integrando. 


2 
Halla | (x* + 1) dx por el método de los trapecios 
0 


1. Dividimos el intervalo [0, 2] en ocho partes; luego 3. Aplicamos la fórmula de los trapecios: 

la longitud de cada subintervalo es h = 5 =0.25 Tee + 1)dx 
Así, pues, los puntos que obtenemos son: Ñ 
X, =0,x, =0,25,x, =0,5, ..., Xx, = 1,75, X, = 2 


Y 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


+ 2,3625 F3,25 + 40625 + >) =4,6875 ) 


9. Utiliza sumas inferiores, superiores y el método 10. Las rectas y = 3x y y = -x + 8, junto con el eje 
de los trapecios para calcular aproximada- de abscisas, determinan un triángulo. Halla el 
mente el área comprendida entre el eje x, las área usando el cálculo integral y comprueba 
rectas x= 1 y x= 2 y la gráfica de la función que se obtiene el mismo resultado por un pro- 


y = f(x). a la que pertenecen los puntos en cedimiento geométrico. 
esta tabla: 


8. PRIMITIVAS E INTEGRALES INDEFINIDAS 


8.1 Primitivas 


Al inicio de la unidad, vimos cómo obtener la función derivada de una función f. Ahora nos 
planteamos el problema inverso: dada una función f, hallar otra función F cuya derivada 
sea f. 


De este modo, si f(x) = 2x, una posibilidad para F sería F(x) = x”, ya que F'(x) = fG). 
Decimos que una función F es una primitiva o antiderivada de f si y solo si F'G) = £(X). 


Fijate que F (x) = x*+ 3, F,(x) = x*+ 9 y F,(x)= x”- 2 también son primitivas de f(x) = 2x, 
por cuanto la derivada de todas ellas es 2x. Sucederá lo mismo con cualquier función de la 
forma F + C, siendo € una constante, puesto que si la derivada de una constante es igual a 
cero, tenemos: 


(FF4C) G)=F' CO)+0=f()+0= f(x). siendo C una constante real 
Por tanto, podemos afirmar que: 


Si F es una primitiva de f, también son primitivas de f todas las funciones de la forma F + C, 
siendo CE RR. 


8.2 Integrales indefinidas 


Dado que existen infinitas primitivas de una misma función, tiene sentido considerar el con- 
junto que forman todas. 


El conjunto formado por todas las primitivas de una función f recibe el nombre de integral 
indefinida, y la denotamos por: 


SfEJAx 
De este modo, si F es una primitiva de f, escribiremos 
Sft6IAx = FCIFHCS FO =fF 6) 
donde C E R es una constante llamada constante de integración. 
8.3 Propiedades de las integrales indefinidas 


Como consecuencia de las propiedades de la derivada respecto al producto de una fun- 
ción por una constante y respecto a la suma de funciones, la integral indefinida cumple que: 


Sk- fG0dx =k-$ fG9dx 
SIFCO + gG0Jdx = SF G9dx + fgGgax 
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8.4 Integrales indefinidas inmediatas 


A partir de las derivadas de funciones conocidas, podemos obtener de manera inmediata 
las siguientes propiedades de integrales indefinidas. 


* | 0dx=C 


. 1 Pa 
| 07% dx =tgx +C 


"| dx=x+C 
n+1 


*[xdx= É——+Ccvn%-1 
) dl a lar dx = cotg x + C 
sen? x 


| L dx= In |x| + C 
X 


a l dx = arcsenx+C 
el erdx=e+C 1 - x2 
= -arccosx+C 
*[adx=—4C,VaeRta+1 
Ina 1 
dl dx = arctg x+C 
1+x 


* | senxdx=-cosx+C =-arc cotg x + C 


* | cos x dx = senx +C 
E Tabla ó 


A partir de esta tabla, podemos integrar de manera sencilla algunas funciones, como puedes 
ver en el ejemplo siguiente. 


— ——_———————— — —_ — A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AAA 


Calculemos las integrales: a. [Vx dx, b. [2* dx 


co 

rl a. [Vx? dx: Expresemos la raíz en forma de potencia. Se trata, 

= entonces, de una función del tipo f(x) = x”. Así, pues: 

Lu 3 7 

4 En MS x+ 4 4 
Yi dx=!| x*dx=———+C= +C= —xvx+C 

3 7 Y) 
EE | e 
4 4 


b. [2* dx: Se trata de una función del tipo f(x) = a*. Su integral será, 


por tanto: 
Una manera de comprobar [2 de 2 +C 
si una integral está bien cal- 


== A A A A A A A A A A A A A A A A O a 


culada es derivar el resulta- 
do y ver que coincida con el Existen integrales indefinidas que no se pueden calcular dl- 


integrando. rectamente a partir de la tabla, como: | (cos x* )2x dx. 


Sin embargo, observamos que sen (x*) es una primitiva de 
(cos x* )2x, ya que, si derivamos, por la regla de la cadena: 


(sen x* Y = (cos x* ) (x?* )'=(cos x*)2x 
Así pues: 
S (cos x?) 2x dx = sen x?+ C 


En general, si Fes una primitiva de f: 


SFE) g (6) dx=F (£(x) + C 


Según este resultado, podemos volver a escribir la tabla de 
integrales inmediatas sustituyendo x por g(x) y dx por g' (X) e 
dx. Podemos ver una tabla completa de integrales inmedia- JETTA 
tas al final de la unidad. “eoy go dx = ED”, 


Eo 
MINIANiD19 119 1 LO ho) 


Mard 
Veamos unos ejemplos. (vn X-1) 
AR PA RR OEP yo JA g ar=Ig (9 +0 
POH Calculemos fsen? x cos x dx ! gx) 
O | il ezo g (0) dx= e20 + C 
3 Puesto que sen? x = (sen x ) y (sen x )' = cos x, el integrando es de | 2800 
o la forma (g(x))" g'(x), con g(x) = sen x. Luego tenemos: | y Fa 86) g'(x) dx = real C, Va € R* 
— | 
4 | e | sen g(x) dx = - cos g(x) + C 
[ senéx cos x dx == +0 | 80) 80) 
A O A A Ps * | cos g(x) g'(x)dx = sen [g() + C] 
Ni a o g (x) d =1T + C 
Calculemos | a 7 dx. | IES x= tg [8 (x)] 


+ |-269 — dx = - cotg [g (x)] + € 


El integrando sería de la forma m7 g (x) con g(x)=x"+4 si sen?g(x) 


Ejemplo 10 


= - arc sen [g (x)] + C 
v1 - (8(0)' 


factor, multiplicamos y dividimos la integral por 2 y aplicamos la 
expresión correspondiente. 


| ds «=)/0 E dx=>| 2x dx => In (+4) +0 


=- arc cos [g (x)] + € 


. ER de arc tg [g (x)] + C 
1 + (8) 


= - arc cotg [g (x)] + C 


l 
| 
| 
| 
| 
¡ 
hubiese el factor 2, ya que g'(x) = 2x. Así, pues, para obtener este | a | g'(x) dos 
| 
¡ 
| 
| 
| 
¡ 
x24+4 x2 +4 23 x2+4 | 
| 


A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A O E 


M Tabla 7 


a 


| 
| 
| 
El integrando sería de la forma es g'% con g (x) = 5x + 1 sihubie-  ; 
se el factor 5, ya que g '(x) = 5. Así, pues, para obtener este factor, 
multiplicamos y dividimos la integral por 5 y aplicamos la expresión | 
correspondiente: | 

¡ 

| 

| 


|Ó (8) es+1 dx = — Ge5x+1 dx = e C 


11. Halla las integrales siguientes: 
a. fx” dx >. | ax C. f5* dx A. f Y x3 dx 
12, Utiliza las propiedades de las integrales para calcular las integrales siguientes: 
a. f(x + 1)? dx o (+ )ax 
X X 


13. Determina estas integrales: 


a. f(x4 - 3x)" (4x-3)dx  b.fcotgxdx  C. fx? e*dx 


——, 
>S, 
dl 1 
DN 

a 

> 
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4. MÉTODOS BÁSICOS DE INTEGRACIÓN 


En general, el cálculo de la integral de una función no es tan inmediato como hemos visto 
hasta ahora. 


A continuación, veremos algunos métodos para reducir el cálculo de una integral al de una 
o diversas integrales inmediatas. 


9.1 Integración por descomposición 


Este método consiste en expresar la función integrando como suma de otras funciones que 
sabemos integrar de manera inmediata, y aplicarles las propiedades de la integral indefinida. 


O O e o o o 


Calculemos | (3. a 
COSX  X 


a o 


E ) 
Calculemos | CEE 
Vx 


Si desarrollamos el cuadrado del numerador 

y dividimos por el denominador, la integral se 

descompone en tres integrales inmediatas: 

pk 2) = x - 4x Vx + 4x2 
Vx Vx 


-[E-55Du- 


= [0é- 4x + 4x)dx =| dx - fax ax + [axzax — 


Aplicamos las propiedades de la integral inde- 
finida y tenemos: 


5 Z 5 
| Es o 24) de 
por la propiedad | 


_[_5 2 O e 
= dx - [has+ ¡5 an 
por la propiedad 2 


dx = 


A A A A A A A A A A A A A A A A a E e E A A A A A A A A A A A A A A A A A A O a E 


——_—_————————————————_ — A A A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AA A AA A AA 


Calculemos | 


2 
X 
Si descomponemos el integrando como una suma de fracciones, 
obtenemos dos integrales inmediatas: 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

3+X 3 X 3 X | 
= = || (1X > E] 

| 1 + x EX 1er? 1 + x Eos mes sE 1 + x? A | 
| 

| 

] 


1 1 2X il 
=3 | hzax+ 1 | a MI e 


Ejemplo 14 


1 +x 


14. Utiliza el método de descomposición para calcular las integrales siguientes: 


a [+ 2)* dx S Ea: e. [Ez dx 
5 1 + x 
1 -x a 
o | dx a |. H4X+H3 a, 


| 
X | 
| 
| 


9.2 Integración por cambio de variable 


Este método consiste en reemplazar una parte del integrando con una nueva variable, con 
la finalidad de obtener una integral más sencilla, 


Procedemos del siguiente modo: 


1. Sustituimos la variable x por t. Esta sustitución puede conseguirse haciendo: 


x = g(t) > dx = g (t)dt o bien, g (xXx) =t > g (x)dx = dt y sustituyendo en el integrando 
hasta obtener una función dependiente solo de t. 


2. Calculamos la nueva integral. 


3. Deshacemos el cambio de variable efectuado en el paso 1. para expresar el resultado en 
función de x. 


o 


Calculemos | XVX +2 dx: 


1. Sustituimos la variable x por t. 
Para hacerlo, hacemos el cambio de variable x + 2 = t. Por tanto: dx = dt. Además, si x+ 2 =1t, 
entonces x =1t - 2, y sustituyendo en la integral inicial, tenemos: 


[xvx+2dx= | (t-2)vt dt =[«-2e dt 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
í | 
2. Calculamos la nueva integral: | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


E A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A E A a A A A A a A GA 


> O 


Calculemos [sen Xx V(1 - cos X) dx. 


En esta integral, podemos identificar la estructura $ F(g(x)) - gl ()dx donde: 


NO 
9 
o. 
= 
0 
rr 


fO=vVx;8()=1-cosx ; f(g(x)) =V1-cosx ; g'(x) = sen x 
Calculamos la integral de la función f: 
Z 
E0)= re dx= | Vx dx = 3 Vx3 +C 
Componemos el resultado con la función g; 


F(8650) + C= - v(1 - cos x)? + C 


Así pues: 
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[sen x V(T= cos x) dx= Z v(1 - cos x)?+C 


A E E ES A A IE E A E A A A A EN A O E A EE E E A 


9.3 Integración por partes 


A partir de la regla de derivación del producto de dos funciones derivables, f y g, podemos 
deducir un método para integrar el producto de dos funciones. Observa: 


CCIHTACI E IACIATACIFNES 
Por lo tanto: 
Fes (60)=(406)809) - $ (6)8Q) 


Si ahora integramos ambos miembros de esta última expresión y aplicamos las propiedades 
de la integral indefinida, se tiene: 


ff g (dx =(F6J860) - F' (dsG0dx = $(F6J860 Y dx - Sf'CIgGDHdx 
y como la integración y la derivación son operaciones inversas: 
ff e dx =f (9869 - $f ' (JeGDax 
Si en esta expresión consideramos: 
ff) =u> f' )dx = du; g(x) = v > g' (x)dx = dv 
la obtendremos en su notación clásica como: 
fudv=uv- fvdu 


La aplicación de esta expresión, que reduce el cálculo de una integral al de otras más sen- 
cillas, se conoce como método de integración por partes. 


En la práctica, para calcular una integral por partes, procedemos del siguiente modo: 
1. Identificamos en el integrando u y dv, y calculamos du y v. 

2. Aplicamos la expresión f u dv = uv- fv du. 

3. Resolvemos la nueva integral. 


Veamos, a continuación, un ejemplo resuelto, 


——————————————— — — A A A A A AA A A A A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A AA A AA AA 


Calculemos f/f 2xcos x dx. 


1. Identificamos en el integrando u y dv, y calculamos du y v: 
Te 9] | u = 2x > du = 2dx 


Visita: dv=cosxdx>v= f cos x dx= sen x 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
En la página hitps://es.khana- | 
cademy.org/math/integral-cal 2. Aplicamos la expresión : fu dv=uv— fv du | 
culus/integrationtechniques | 
puedes reforzar tu conoct- | 
miento de los métodos de 3. Resolvemos la nueva integral: | 
integración, así como conocer ¡ 
otras técnicas para integrar | 
funciones más complejas. Por tanto: f 2x cos x dx = 2xsenx + 2cosx + C | 

| 

| 


$ 2xcosxdx=2xsenx— f 2 sen x dx 


f2senxdx=2f senxdx=-—2 cos x 
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10. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


Ya vimos la relación que hay entre la integral definida de una función en un intervalo (a, b) 
y el área limitada por la gráfica de esta función, el eje X y las rectas x = a y x= b. 


A continuación, se verá como podemos calcular estas áreas, así como otras aplicaciones 
de la integral definida en el campo de la física y de las ciencias sociales. 


10.1 Área de figuras planas 


Área limitada por la gráfica de una función continua, el eje de abscisas y las rectas 
x=ayX= b de la propiedad ID.3 se deduce que: 


FG) <0Vx € [a, b] 
Ú 


| 
A=-["£G0 dx A=A,+Aj=| 00 ax- ["fG0 ax 


ja elos 


E Tabla 8. 
Luego, para calcular el área A de una región determinada por la gráfica de una función 


f, el eje x y las rectas x = a y X= b, debemos ver si f tiene signo constante en [a, b] o, por el 
contrario, cambia de signo. Procederemos del siguiente modo: 


1. Hallamos los puntos de intersección de la gráfica de f con el eje OX; es decir, los ceros de f. 


2. Determinamos si existen ceros de f en el intervalo Ja, b|: 


e Sino existe ningún cero de f en el intervalo Ja, b|, el área coincide con el valor absoluto 
de la integral definida entre a y b. 


e Siexisten ceros de f en el intervalo (a, b), el área será la suma de los valores absolutos 
de las integrales definidas en cada uno de los subintervalos determinados por a, b y 
estos ceros. 


e ll E a e e 


Hallemos el área del recinto delimitado por la gráfi- 
ca de la función f(x) = xY, el eje de abscisas y las 
rectas x= -1yx=0. 


Hallemos el área del recinto delimitado por la 

gráfica de la función f(x) = —x? + 4, el eje de 

abscisas y las rectas x= 0 y x= 2. 

1. Hallamos los ceros de f: 
=x*+4=00x=>w+2 

2. No existe ningún cero de f en ]o0, 2[: luego: 


1. Hallamos los ceros de f: x*=0<x=0 
2. No existe ningún cero de f en ]-1, 0[; luego: 


A A A E 


2 A 0 SN 
A=|] (-x +4) dx| = + ax] = a=|/ Xx dx |. E = 
0 0 -1 4 4 
, 0? 6 16 4 (1yY 1 1 4 
= +2) +4 o) =2oA==—1u? _ pp 0 ED | A 
( 3 4 4 4 4 DA qe 
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Ahora, hallemos el área de la figura determinada por la función f(x) = -x? + x + 6, el eje de abscisas y las 
rectas x=-1yx= 4. 


1. Hallamos los ceros de f:-x"“+x+6=0<x=-2yx=3 


2. Ental caso, el cero x = 3 de f se encuentra en el intervalo (-1, 4) y determina dos subintervalos: [-1, 3] 
y [3, 4]. Luego, el área será: 


fo = exe 


3 4 
A= l Ex?+x +6) dx Jj Ex?+x+6) dx 


30 4 X 
3 y s ox *l 56 17 129 43 B | 
2 2 a == a 2 l 1 
> Lo] 39201]. a >A= 70 3 | 
7 y 
ES | 
6 


E Fig. 16 


Si observas la gráfica de f (fig. 16), puedes ver que efectivamente la función cambia de signo en x= 3 y 
que en el intervalo |[—1, 3] toma valores positivos, y en el intervalo [3, 4] toma valores negativos. ' 


E E AI E O NI A O IES A II E SI O E O O REI IN O ES IN E A O IN IN O A IN, 


En el caso de que nos pidan el área limitada por la gráfica de una función f y el eje de 
abscisas, sin especificar las rectas x = a y x = b, hemos de entender que la región cuya área 
tenemos que calcular es la determinada por los puntos de corte de la gráfica de la función 
con el eje x. 


_— —_—_ _ _ _ _ _ _ _ _ _— _ — _ _ _ _ _ _ —_ _ _ _ _ _ _ _ _—  _ _ _ _ _ _ _— _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _— _ _ _— _ _ _ _ _ _ _— _ — — _ _ _ _  _ _ — —__G_— ___— _ ——_ ——_—_ — — — ————————————<u 


Hallemos el área delimitado por la gráfica de f(x) = x* - 3x? - 4x* + 12 x y el eje OX. 
1. Hallamos los ceros de f: x*- 3x? - 4x*+ 12x=0 <> x=-2,0,2 y 3 


2. Estos ceros determinan los intervalos siguientes: [—2, 0], [0, 2], [2, 3]. El área buscada será: 


0 Z 3 
= ls (x* - 3x* - 4x?+ 12x) dx +l: (x* - 3x* - 4x?+ 12x) dx + l, (- 3x* - 4x*+ 12x) dx |= 


3x* 4x3 0 x5  3x* 4x3 2 x5  3x* 4x3 
E 6 q a a a] a a a 
III E A a , 
o E EI 
"MUS "AO. 00 60” 


A A A A 


— ———— ——— — — — A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A 


Calculemos el área limitada por las gráficas de las funciones f(x)= - x” - 4x + 5 y g(x)= x? - x - 6 entre las 
abscisas -3 y 1. 

Representamos gráficamente el recinto descrito (fig. 4) y vemos que, entre -3 y 1, la gráfica de f está 
por encima de la de g, es decir, f(x) > g (x). 


1 il E a 
A= |usco- e(x)) dx = l, (-x2-4x +5) - (x2-x- 6)dx = 


1 2x3 3x2? a a 112 
= -2x?- = |*==*+ + 11x —— DA=-=— q? 
p, 2x“- 3x +11) dx | 3 2 33 e 


E A A A A A A A A A A A E A A A E A O A O A TN A 


10.2 Área limitada por dos funciones continuas y las rectas x = a y x= b 


Observa la sección sombreada de la figura 17. Está limitado 
por las gráficas de dos funciones continuas, f y g, que cum- 
plen f(x) > g(x) > 0, Vx € [a,b], y por las rectas x = a y x = b. 


Tal y como puedes ver, el área A de esta sección es: 
A=A,-A 
8 


donde A, es el área de la sección limitada por la gráfica de 
f, el eje x y las rectas x =a y X = b; y A. es el área del recinto 
limitado por la gráfica de g, el eje x y las rectas x= a y X= b. 
Entonces: 


A= |, f09dx- | gegax=|_ 16) -29)ax 


Consideremos el caso general, en que f y g cumplen que 
FG) => g(x) en la, b], aunque no sean necesariamente posi- 
tivas (ver fig. 19). 


En este caso se cumple: 


e Existe una constante k bastante grande como para que 
g + k sea positiva en el intervalo [a, b], como en el gráfico. 


e Elárea A, limitada por las gráficas de f y g entre a y b, es la 
misma que el área B, limitada por las gráficas de f + k y 
g + k entre las mismas abscisas. 


Pero observa que f +k= g+k-=> 0, por lo que estamos en 
el caso anterior; por tanto: 


A=B= [1069 +1) -(£(9 +k)Jax= [469 -g69)ax 


Así, podemos afirmar que, dadas dos funciones f y g, tales 
que f(x) > g(x) en [a, b], el área del recinto limitado por sus 
gráficas entre x = a y x = b (ver fig. 4) es: 


b 
A= |, (469 -8(9) ax 
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En caso de que nos pidan el área limitada por las gráficas de dos funciones, sin especificar 
las rectas x = a y X = b, entenderemos que la región cuya área hemos de calcular es la defi- 
nida por los puntos de corte de las dos gráficas. 
Hallemos el área limitada por las gráficas de las funciones 
FO=x+lye00=XxX+El 
Representamos gráficamente el recinto y vemos 
que, entre 0 y 1, la gráfica de f está por encima de 


la de g, es decir, f (x) > g(x). 
Por tanto, aplicando el resultado anterior: 


1 
A= | 469-869) de 


- [cG + 1)- (2+ 1) dx = 


A a o SS is a A SN a tt a A il a ti a a a e a a a o o ot Ri in 


Si f no es siempre más grande que g en el intervalo [a, b], procederemos como en el ejem- 
plo siguiente: 


Calculemos el área limitada por las gráficas de las funciones 
f(x) = 5x- 9 y g(x) = 3x - 21x* + 47x- 33. 

Representamos gráficamente el área descrita y vemos que g(x) 
2 ff en [1,2] y FR) > 3) en [2, 4]. 


<q 
N 
Le 
o. 
= 
0 
rr 


Como en cada uno de estos subintervalos una de las dos fun- 
ciones es siempre más grande que la otra, podemos calcular 
el área en cada uno mediante el procedimiento que se ha 
descrito anteriormente: 


A, = RES - f(x)) dx = 8 ((3x - 21x* + 47x - 33) - (5x -9)) dx = 


2 3 : 5 
=| Ge-2ne +42 200 $ -73+ 21x -24x] == 
1 1 


A, = NO - g(x)) dx = Ñ ((5x - 9) - (3x*- 21x* + 47x - 33))dx = 


O 4 3 d 

7 = | (-3x9+ 21x? - 42x + 24)dx = EXE =8 
9 2 4 2 

ES, 

O 

2] Por tanto: 

O 5 37 37 

3 ASA FA == eS SMS 

O 


AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A NP 


10.3 Aplicaciones en física 


A continuación, veremos cómo la integral definida aparece también en algunos conceptos 
elementales de la física 


Un móvil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilinea con 
velocidad v(t) = (4t + 3)m : s*, Halla el espacio recorrido 
entre los 5 s y los 10 s. 


El espacio recorrido entre los instantes 
kt, y t, por un móvil que se desplaza Si- 
guiendo una trayectoria rectilinea con 
velocidad v es: 


Basta con aplicar la fórmula correspondiente: 
10 


t, 
x(t,) - x(t,) = Í v(t) dt 


10 
x(10) - x(5) = z (4t + 3)dt =|(2t? + 3t)| =230-65=165 
5 
Por tanto, el espacio recorrido por ese móvil entre los 5 s y los 


10ses de 165 m. 


ya que la función posición, x, es una 
primitiva de v. 


Un móvil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilínea con 
aceleración a(t) = vt m-s”? Halla el incremento de veloci- 
dad experimentado entre los 4 s y los 9 s. 


El incremento de velocidad entre los 
instantes t, y t, experimentado por un 
móvil que se desplaza siguiendo una 
trayectoria rectilínea con aceleración 
a es: 


Aplicamos la fórmula correspondiente: 


z A 


9 
v(9) - v(4) = | viar= | a 


t, 
ve) vo =/| a(t) dt 2t vt |- A A: 
A 4 


Así, el incremento de velocidad entre los 4 s y los 9 s es 
38/3 ms? 


ya que la función velocidad, v, es una 
primitiva de a. 


¿Cuál es el trabajo realizado al comprimir un muelle 2 cm 
si aplicamos una fuerza F(x) = 5x N en la misma dirección 
del desplazamiento? 


El trabajo realizado por una fuerza F, 
que actúa en la dirección del movi- 
miento, al desplazar un cuerpo desde 
un punto x = a hasta otro punto x = b es: 


Expresamos el desplazamiento en metros, 2 cm = 0,02 m, 
para trabajar con unidades del Sl; y aplicamos la expresión 
del trabajo de una fuerza variable: 


0,02 y? 0,02 
W=| 5xdx=5 E = 5(0,0002 - 0) = 0,001 
0 0 


Por tanto, el trabajo realizado es 0,001 J, 


M Tabla 9 
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FC) =k F0)=0 Para simplificar la notación, u denotará una fun- 
f(x) =x FG)=1 ción de x. 


f0=x F()=nx",nEeR f6)=w F()=nu1-uneR 
69 =vx P09==3=::>0 | f09=vu n= 0w 
00 =Yx 

f09 =Inx fu == f69 =Inu FO =-==-w 

f(x) = log, x FG) = == FG) =1l0g, u F)= == yl 


f69)=0o5u FG) =-senu-u 


1 1 
=[ Ñ == ———— == 2 ' A 2” 
f(x) =tg x f(x) costx sect x FG) a 


e 


= ú = = > 2 = : — AA ar =.- 2 ay” 
f(x) =cotg x f(x) sont TESCÍX f(x) = cotg u f(x) A cosec*u:u 
f(x) = sec x ff) =te8x:"secx f(x) = secu f()=tgu:secu-:u' 
f(x) =cosecx  f'(x)=-cotgx-"cosec XxX f(x) = cosec u f(x) = - cotg u: cosecu:u' 
f(x) = arc sen x FG) = ] f(x) = arc sen u Ff()= 0 u 
v1 -x? 1 - u? 
FG) = A: f(x) = arc cos u fu0=2 «1 
X) = arc COS X FX) ez Az 
f(x) = arc tg x FG) = - f(x) = arc tg u f(x) a ur 
o ú  1+x ¡ MEA 
f(x) = arc cotg x f(x) = za f(x) = arc cotg u f(x) Al 
o E — 14x á MEET 
Libro Edebe, Matemática 2 mod. Ciencia y Tecnología, pag 245 A — Tabla 10 


Para simplificar la notación, u denotará una fun- 
ción de x (u = g (Xx); u' = g'(x)). 


y »+1 
x= ax = —— +C,vn*-1,1neR 
n+1 


[aint + 0 IES: 
X u 
Peru dx=e"+C 
Paz-udx= -— +(C, Vae R+ 


Ina 


| sen u- w' dx =- cos u+C 


| cosu-u' dx = sen u+C 
lv a- | sec?u-w'dx=tgu+C 
cos? u 
| cosec? u- u' dx =- cotg u + C 


| tg x sec x dx =secx + C | tgu secu u' dx = secu +C 


J cotg x cosec Xx dx = - cosec x + C J cotg u cosec u : u' dx = -cosec u + C 


1 - | 
I== za dx = arcsenx + C > dx= arcsen u +C 


= -arccosx>+C = -arccosu+C 


1 ) 
= arctgx+C ==" dx = arctgu+C 


-arc cotg x + € = -arc cotg u + C 
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NM Tabla 11 


Función 


Integral definida 


Derivada de la 
función en el 
punto x=a 


Diferencial 


Integral indefinida 


Función derivada 
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1. Una partícula se mueve en línea recta por el eje x. Su velocidad está dada por la función: 
v(t) = t*- 11t*+ 34t - 24 mvs 


a. Encuentra la aceleración de la partícula después de 4 segundos. 


b. ¿Cuándo cambia de dirección la partícula? 


C. Encuentra la distancia que la partícula recorrió durante los primeros 10 segundos. 


a. Six(0) = -10 m, encuentra la posición de la partícula a los 10 segundos. 


a. Sabemos que la aceleración es la derivada 
de la velocidad, por lo que: 


v(t) = t?- 11t*+ 34t - 24 
a(t) = v' (t) = 3t*- 22t + 34 
Resolviendo para la aceleración en el tiempo 


t=4seg: 
a(4) = 3(16) - 22(4) + 34=2 mvs* 


b. La partícula cambia de dirección cuando 
la velocidad cambia de signo, puesto que 
x (t) = v(x); entonces debemos resolver la 
ecuación: 


té - 11t4+ 34t-24=0 
Pero esto es igual a: 
(t-1) (t-4) (t-6)=0 


Esto nos indica que la velocidad es 0 ent= 1, 
t=4yt= 6. Realizando tablas de valores 
para v(t) obtenemos los siguientes resultados: 


Por lo tanto, la partícula cambia de dirección 
en t=1,t=4yt=6. 


c. Como vimos en la sección de Aplicaciones 
en Física, la distancia recorrida por la partíicu- 
la entre el tiempo t=0 y t=10 está dada por: 


Solución 


10 10 
| v(t) dt al ($ - 112 + 34t-24) dt 
0 0 


11 10 
= ES —6+ 178 -24t 
43 6 


2500 - 3666,67 + 1700 - 240 = 293, 33 m 
a. Primero encontramos la función x (t): 


x(0) =hv(0) El Y - 118 + 34t- 24dt 


1 
x(0) == t- - + 178 -24t+C 


Sabiendo que x(0) = - 10 m: 

1 11 
x(0) =-(0 - G-(0) + 17(0) - 24(0) +C=-10 
>C=-10 


Por lo tanto: 


1 
x(t)= Ao - t?+ 174 - 24t + C 


Finalmente: 
1 11 
x(10) == (10% - 3 (105 + 17(107) - 24(10) - 10 


= 283,33 
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y problemas 


17 Derivadas 


1. Calcula, aplicando la definición, la derivada en 
x = 2 de las siguientes funciones: 


a. fO)=3*-1 b.80)= E 


2. Halla el valor de la derivada de f(x)= v1 + x* 
en x = 0 y explica los pasos efectuados. 


3. La función que describe la posición de un móvil, 
que se desplaza siguiendo una trayectoria rec- 
tilínea, en función del tiempo es x(t) = 3t* — 6t?, 
donde x se mide en metros y t, en segundos. 


Calcula: 
a. La velocidad y la aceleración en función del 
tiempo. 


b. La posición, la velocidad y la aceleración para 
t=3sS. 


C. El instante en que su velocidad es 12 ms”. 


a. El instante en que la aceleración es 8 ms? 


4, Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfi- 
ca de las funciones siguientes en los puntos que 
se indican 
a: Ff)=1AxX enx=e 
b. f(x) =e* enx=2 
Cc. f(x) =vVx enx=4 


x? 
x? - 10x - 24 
la ecuación de la recta tangente en el punto de 


5. Dada la función f)= , calcula 


abscisa x = 0. 


6. Halla en qué puntos de la curva: 


y = x* + 4x? - 2x* -12x + 5, la recta tangente es 
paralela al eje de abscisas. 


Dada la función f(x) = mx? + 2x* + 3x — 1, ¿cuál 
debe ser el valor de m para que la pendiente de 
la recta tangente en el punto de abscisa x = —1 
sea 117 


Define derivada y derivadas laterales de una 
función en un punto. 


—Comprueba que la función: 


Vx siO<x <1 
IIS ar 
> sil<x <3 


es derivable en x = 1. 


Estudia la derivabilidad de la función representa- 
da en la figura. 


+ TT í 7 x T Ty 7 T 7 - Tm : 
1 T ] 
A A AAA AA AI IIA dead dd id 
1 ] | ] | | ] 
Y E A | O A A O 141 a 
n | j j | 1 
| Í Í | | Í Í 
hall) A | + TITAATITTTA ATT TT TA TATI TT TA TT TIA 
opa 4h bd. 44d gica E dd A A A! ¿ 
' Í Í | | 1 | | | | 
h | 1 E E | >" PAPA TT Ty A 1 71 rr t- O , 
| Í Í Í Í Í | ] ] Í 
Pa A A e A e me UNPAID 
J 
n | Í | 
| ¡A 1? 1] 1] q lp + ¡] 13 | | | | 
| 
| 4 V l b a 4 4 4 4) 4 
V ' 1] Ah 4 | | V A 
r + + FP 
| 
4 ; 1 4 bh + 1 
| ' VA | | 
Jl 1] ' ¡El 4 


PES: [E E E a 


derivada de las funciones siguientes: 


a. f(x) =x'Inx cf) = A 
D. f6) =xInx-x A. f(x) =e*senx 


. La función f es dos veces diferenciable y satis- 
face las condiciones de la siguiente tabla: 


Sean g(x) = 4 cos (3x) + FO) y hG)=e 8 
Halla. 

a. g(0) 

o. g(0) 

Cc. h'(3) 

d. h'"(3) 


DD Aplicaciones de la derivada 


12. Representa de forma aproximada la gráfica 
de la función f', sabiendo que la gráfica de f 


es la de la figura. 


13. La figura muestra la gráfica de una función po- 
linómica de segundo grado que pasa por el ori- 
gen y que es la derivada de una función f. 


Resuelve los apartados siguientes: 


a. Determina los intervalos de crecimiento y de- 
crecimiento de f. 


b. Determina los máximos y los mínimos relativos y 
los puntos de inflexión de f. 


c. Traza un esbozo de la gráfica de f. Justifícalo. 


14. Queremos valllar un campo rectangular que está 
junto a un camino. La valla del lado del camino 
cuesta 5 $/m y la de los otros tres lados, 0,625 
$/m. Halla el área del campo de mayor superfi- 
cie que podemos cercar con 1 800 $. 


E) Integrales 


15. Calcula: 
a. Pax senx dx el | x* Inx dx 


16. Calcula las integrales siguientes: 


a. 16S - 3x)” (4x* - 3) dx e. ES exX dx 


b. | cotg Xx dx f. [sen*x cos x dx 
x+2 y2 
dx ll 0 
ol aer “EBx 1) o Ñ 
ga Ze 
a. dx qe | " dx 
| Vx 5 
COS X 
—len en cuenta que cotg x = —==— 
sen Xx 


17, Halla el área limitada por la gráfica de 


f(x) = cos x y el eje x entre las abscisas > y T 


18. Halla el área limitada por f(x) = x*— 2x — 15, el 
eje OX y las rectas x= -4 y x= 7. 

19, Halla el área limitada por f(x) =x* + 2x?- 5x - 6 
y el eje horizontal entre las abscisas -5 y 7 


20. Halla el área limitada por f(x) = xÍ + x? - 10x + 8 
y el eje OX. 


21. Si un móvil se desplaza siguiendo una trayectoria 
rectillínea con una aceleración a(t) = t— 1, en 
unidades del Sl: 


a. Halla el incremento de velocidad experimenta- 
do entre los 2 s y los 5 s. 


b. Halla el espacio recorrido entre los 3 s y los 7 s si 
v(0)=1m:s”*. 


http://goo.gl/bgfp SC 
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22. Dada la función f(x) = x* + 4x — 1, calcula: 
a. La primitiva cuya gráfica pasa por A = (1, 1). 


b. La primitiva que se anula para x =—1. 


23. Dada la función f(x) = In x, calcula: 
a. La primitiva cuya gráfica pasa por A = (1, 3). 


b. La primitiva que se anula para x = e. 


24, Calcula, reconociendo en el integrando la es- 
tructura f(g(x)) g (Xx), las integrales siguientes: 


4 
a. | ASE. a. [| £052x gy 
OS V1 + sen 2x 
x' p2x 
b. dx a, —=——— dx 
1 1 
3 XxX 
o | de dx f. | dx 
1 +x 1 + 6% 


25. Calcula las integrales del ejercicio anterior, utili- 
zando ahora los cambios de variable que se in- 
dican. 


a. arctgx=1t d. 1+sen2x=1t 
O LH e. ex=t 
C. X=1 f 1+e*=t 


Compara los dos procedimientos en cada caso. 


26. Utiliza el método de integración por partes para 
calcular las siguientes integrales: 


ar Px sen x dx 

bo. les In x dx 

El fin X dx 

al Je: sen x dx 

e. [ 3xe* dx 

f. ES cos X dx 
Instrucción: primero, considera que dv = dx. 
Luego, al aplicar sucesivamente este método, apa- 
recerá en el segundo término de la igualdad una 


integral igual que la inicial; agrúpalas, aísla los tér- 
minos y así obtendrás la solución. 


27.Calcula las siguientes integrales: 
a | da yo | _ la 
x?- 3x - 4 x+ 2x?-x-2 


28.La figura muestra la gráfica de una función f. 
¿Cuál de las funciones que se representan a con- 
tinuación es una primitiva de la función f? Justi- 
fica la respuesta. 

y 


Cc 


29 Utiliza la regla de Barrow para calcular: 


a Pex-6) dx a [5 ax 
0 1 
1 3 
b. ] 5 le e. | EX 
OS 2 XInx 
21 5 
Cc. | cosxsen?” x dx f. h, x ex dx 


E 
2 


30, Halla el área de la región limitada por f(x)= - e*, 
el eje de abscisas y las rectas x =-1 y x= 2. 


31. Calcula el área del recinto limitado por f(x) = In x, 


el eje de abscisas y las rectas x= e y x= e?, 


32. Determina el área limitada por f(x) = cos x y 


el eje OX entre las abscisas 0 y 2 Tr. 


2TT 
—Calcula l' cos x dx ¿Coincide este resulta- 


do con el valor del área calculada?. 


33. Las rectas y = 3x e y = -x + 8, junto con el eje 
de abscisas, determinan un triángulo. Halla su 
área utilizando el cálculo integral y comprue- 
ba que se obtiene el mismo resultado por un 
procedimiento geométrico. 


34, Halla el área de la región comprendida entre 
las funciones f(x) = 2x - x? y g(x) =x“-Xx- 2. 


35. Calcula el área de la región del plano limita- 
da por la gráfica de la parábola y = x* - x y por 
la de la función: 


X - x? 


19 DEAD 


36. Un cuerpo se desplaza con una aceleración que 
viene dada por la función a(t) = 5 + 3t [m:s?]. 
Halla el incremento de velocidad experimen- 
tado entre los 3 y los 5 segundos, y el espacio 
recorrido en ese tiempo sabiendo que el cuer- 
po partía del reposo. 


37, Calcula el área limitada por la gráfica de la 
función f(x) = x*, el eje OX y la recta tangente 
a esta gráfica en el punto de abscisa 3. 


b 
38, Calcula la integral | xV9=x? dx. y explica su 
a 


significado geométrico. Haz un dibujo aproxi- 
mado del recinto correspondiente. 


39, Determina el valor de a para el que la inte- 
a 

gral | xt - 3)? dx represente el área del re- 

cinto limitado por una curva plana y el eje OX. 


—Proponga una ecuación de esta curva y 
calcula el área del recinto. 


40. Halla el área del recinto limitado por las gráfi- 
cas de f(x)= 4x — x* y g(x)= x entre las absci- 
sas 1 y 2. 


41. Consideremos las funciones siguientes: 
2 
X e 2 
F(x)= | (tsen t)dt G(x)=| e* dt 
69= | (sent) c9=), 


a. Halla los extremos de la función F en el inter- 
valo [1, 211]. 


bp. Determina los puntos en que se anula la fun- 
ción G”. 


42. El crecimiento poblacional de un país en fun- 
ción del tiempo sigue, aproximadamente, esta 
expresión: 

-t 
0,8 e100 
n= — 
(4e*% 4 1y 
Sabiendo que la población actual del país (t= 0) 


es de 4 millones de habitantes, utiliza el cambio 
de variable; 


tt 
4100 4] =x 


para hallar la función P que rige la población 
de este país. 
—¿Cuál sería la función P si la población actual 


fuese de 5,5 millones de habitantes? 


43.La evolución de la población de un país, en 
millones de habitantes, entre los años 2000 y 
2009 viene dada por la expresión siguiente: 


p (t)=38e 00% 


donde t es el tiempo en años transcurridos des- 
de 2000. 


a. Halla la integral indefinida P de la función p. 


b. La población en este período, ¿ha aumenta- 
do o ha disminuido? 


Cc. Calcula la población media del país en el 
período considerado. 


E Para finalizar 


Aplicando la definiión, deriva cada una de (4) Nicole va en bicicleta en línea recta has- 


las siguientes funciones en el punto indicado: ta el parque, partiendo de su casa en el 
23% 0) tiempo t = 0 minutos, y llega al parque en 
a. f(x)= =———— enx=2 t= 12 minutos. La velocidad con la que 
XxX +2 —Y , ño 
viajó está modelada por la función a trozos 
b. 8600) = In (2) ES de la gráfica. 
y Le 
c AGO = x*-1 ER a: Encuentra la aceleración de Nicole en 
ex el tiempo t= 5,5 
iZ 
a. i()= _20% MH b. Explica el significado de | v(t) dt en 
¡ACUSA E e ds 
términos del viaje de Nicole. Encuentra 
e.¡GO)=VQOXx+1D? enx=2 el valor de |, v(t) dt 
c. En medio camino, Nicole se da cuenta 
(7) Determine la derivada segunda de las si- de que dejó caer su abrigo. ¿En qué 
guientes funciones: momento se dio la vuelta para buscar- 
f0) sE De E lo? Razona tu respuesta. 
SOS e 
6 4 d. Esteban sale en su bicicleta al mismo 


tiempo hacia el parque para encontrar- 


— 2 3 
O. 8()= (2x” + 5) se con Nicole, y llega un minuto antes. 


c. ht)= o Su velocidad es modelada por la función 
A. i(x)= vx + 3 


0 1 iJez 

e. j(x)= 5 sen t? y 

A ES : 2 9) 
f. k()=3 x In(x+2) ¿Quién vive más cerca del parque* 


O Calcula las integrales siguientes mediante 
un cambio de variable adecuado 


o | a 


pgenÉ 
a | o ax 
COS” X 


| AUTOEVALUACIÓN | 


Reflexiona y autoevalúate en tu cuaderno: 


e Trabajo personal e Trabajo en equipo 


¿He respetado las opiniones 
de los demás? 


e Escribe la opinión de tu familia. e Pide a tu profesor o profesora suger- 
encias para mejorar y escribelas. 
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Derivadas e Integrales 


Y SOCIEDAD 


El puente matemático 


SS 


El puente de la imagen | 8 Y PY 
es conocido como el br bi. e 
puente matemático de- e 

bido a su forma, que 
consiste en un arco de 
circunferencia del que 
parten rectas tangentes. 
Está ubicado en Cam- 
bridge, Inglaterra. 

Su estructura se sustenta 
casi enteramente en las 
vigas tangentes, y de- 
muestran un uso prácti- 
co simple de las mate- 
máticas en la ingeniería, 
obteniendo un puente 
resistente y eficiente. 


Elasticidad de la demanda 


Sabemos que la demanda, D, es función del pre- 
clo, p. y que, en general, a un mayor precio co- 
rreesponde una demanda menor. La elasticidad 
de la demanda es una función E(p) que expresa 
la variación relativa de la demanda respecto del 
precio, es decir, nos dice si la demanda reac- 
ciona ante un aumento de precios con un incre- 
mento considerable o no. Su signo acostumbra 
a ser negativo, ya que precio y demanda varían 
en sentidos opuestos. 

Dada D(p). la función de la demanda respecto 
del precio, y si la variación del precio es suficien- 
temente pequeña, puede demostrarse que la 
elasticidad vale aproximadamente 


E (p)= D' (p): De 


Según el valor de E(p). las curvas de demanda 
pueden presentar pendiente negativa mayor, 
menor o igual a -1, lo que nos permite distinguir: 
e E(p)=-1, el precio se modifica proporcionalmente 

a la demanda (demanda de elasticidad unitaria). 


e E(p)<-1, la demanda varía relativamente menos 
que el precio (demanda inelástica). 


e E(p)>-1, la demanda varía relativamente más 
que el precio (demanda elástica). 


htto://goo.ol/B8zPV1. 
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Economista 


Las derivadas e integrales son de gran importan- 
cia en el campo de la economía. Uno de los mo- 
delos fundamentales de la economía es la ley 
de oferta y demanda de un producto. 

En este modelo la cantidad que producimos y 
que vendemos se describe por las curvas de 
oferta y de demanda. Cuanto mayor es el pre- 
cio, mayor es la oferta y menor es la demanda. 
El punto de intersección de las curvas que mo- 
delan estos fenómenos se denomina punto de 
equilibrio. 

Mediante el uso de integrales sobre las ecuacio- 
nes de oferta y demanda, podemos calcular el 
superávit del productor vendiendo al precio de 
equilibrio y no a un precio menor, y la ganancia 
del consumidor pagando el precio de equilibrio 
a diferencia de un precio mayor. 


http://goo.gl/lugGbl| 
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E > = 


En Internet: 


Una búsqueda en Google debe recorrer un gran 
número de páginas web, y después ordenarlas 
para el usuario. Para dar mayor o menor 
relevancia a un resultado, Google utiliza un 
algoritmo que cuenta la cantidad de páginas 
con un link al mismo. En el reporte http://bir, 
ly/16Gsór3D puedes aprender más acerca del 
proceso. 


En la ingeniería electrónica el paso de 
corriente se calcula mediante sistemas de 
ecuaciones, y en informática, el manejo 
de datos se realiza mediante matrices 
ordenadas. En este capítulo, aprenderás 
a utilizar estos recursos para resolver varios 
problemas. 


te Á y 
"dd 5 


PET 
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|. MATRICES NUMÉRICAS 


1.1. Concepto 


Observa el siguiente rectángulo de números. 


Columna | Columna 2 Columna 3 


Ñ 


j 1 
Fila1 —>/ 2 1 o 


Fila 2 —1 0 / -3 


Consta de seis números dispuestos en dos filas y tres columnas. Decimos que es una mattriz 


de dimensión 2 X 3. 


Podemos referirnos fácilmente a un elemento determinado dando la fila y la columna en 
que se encuentra. 


Así, por ejemplo, el número 2 es el elemento que ocupa la fila 1, columna 1; el número -3 es 
el que ocupa la fila 2, columna 3. 


1.2. Representación 


Representamos una matriz mediante 


una letra mayúscula (A,B,C...); y sus ele- 11 12 1n 

mentos, mediante la misma letra pero a | sl | 
a , A E 21 Zi Zn 

minúscula (a,b,c...), con un doble subín- 

dice que indica la fila y la columna a las 

que pertenece cada uno de ellos. Así, O 


en general, para representar una matriz 
A, de dimensión m xX n, escribimos: 


1.3. Igualdad 


Dos matrices, A y B, son iguales cuando contienen los mismos elementos, dispuestos en los 
mismos lugares. 


do a, =D, para todo iy] 
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Lógicamente, para que dos matrices sean iguales, es necesario que tengan la misma 
dimensión. 


1,4. Tipos de matrices 


Algunas matrices reciben nombres especiales de acuerdo 
con su dimensión o sus elementos. 


Matriz cuadrada 


El número de filas coincide con el de 
columnas (dimensión n x n). Se ha- 
bla de matriz cuadrada de orden n. 


Matriz cuadrada de orden 3 


Los elementos 2, 2 y 6 forman la diagonal principal. 


Los elementos e A forman la 
diagonal principal. 
Matriz fila 


Solo tiene una fila (dimensión 1 Xx n ). (210 ) Matriz fila 1 x 3 


También se le llama vector fila. 
Matriz columna 


Sólo tiene una columna (dimensión Matriz columna 3 x 1 
m X 1). 


También se le llama vector columna. 
Matriz triangular (superior o inferior) 


Matriz cuadrada en la que todos los |- 
elementos situados por debajo o si- 
tuados por encima de la diagonal 
principal son 0. 


Matriz triangular superior Matriz triangular inferior 


Matriz diagonal 


Matriz cuadrada en la que todos los 
elementos situados fuera de la dia- 
gonal principal son 0, 


Matriz identidad 


Matriz diagonal en la que todos los 
elementos situados en la diagonal 
principal son 1. Se simboliza por la 
letra I. 


Matriz nula 


Todos sus elementos son 0. 


M Tabla 1. 
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2. OPERACIONES CON MATRICES 


Vamos a estudiar diversas operaciones que pueden efectuarse con marfrices. 


2.1. Adición de matrices 


Dadas dos matrices, A y B, de la misma dimensión, m Xx n, la matriz suma, A + B, es la que 
obtenemos sumando los elementos que en cada una de ellas ocupan la misma posición: 


De forma abreviada: 
(a) + (b,) = (a, + b,) 
VA BEM>A+B=C 


ABEM 
Calcula A + B, siendo e 4. (5 4. ) 
Xo 1 ai 


l 

| 

| 

| 

| 

Do | 
Operamos de acuerdo con la definición: | 
| 

| 

| 

| 

| 


a+b=(? (5 poo > 
oO 1 4 1 U+4 1+1 


|] 
CTO 
bn 
N 09 
o RS 


Conmutativa 


WM Tabla 2. 


La existencia de elemento opuesto nos permiten definir la matriz diferencia, A - B. Es la que 
obtenemos al sumar A y -B: 


A-B=A+(-B) 
De forma abreviada: 


De este modo, si A y B son las matrices del ejemplo anterior, tenemos: 


añ=lo 3) le 1) los 1.1) (4 0) 


Prohibida su reproducción 


2.2. Multiplicación de una matriz por un número real 


Dados una matriz A de dimensión m x n, y un número real k, la matriz producto por un núme- 
ro real, kA, es la que obtenemos al multiplicar cada elemento de la matriz por ese número: 


As As Ka, ¡ Ka, 
kA = k SS —> : 


De forma abreviada: 


k(a,) = (ka..), vv, 


11j 


O o E 


Calcula 24, siendo A la siguiente matriz: Operamos de acuerdo con la definición: 0 
¡ 
| 

LL A 3 2 2 DE A 2.8 6 4] 
A=lo 1 0 41 ZA=|2-0 21 20200 2 6 2| 
| 

ss Z 1 2 (8) 22 2L 2e 1 6.4 2 2] 

3 3 3% 

| 


E ON IN RI O A A E E A E E NE IN A E E NN E E NI IN A A IE 


k(A+B)=kA+kB,VkEeR,A,B EM 


k (hA) = (Kkh)A 
1A=A1=A,1ERNAAEM 


M Tabla 3. 


2 (k + h)A =kA + hA 


El producto A - B de dos 
matrices solo está definido si 


a a . el número de columnas de 
2.3. Multiplicación de matrices A es igual al número de filas 


A continuación, estudiaremos la multiplicación de matrices. De- 
finiremos primero esta operación en un caso particular muy sim- 
ple y, después, extenderemos la definición a un caso general. 


Sean una matriz fila F de dimensión 1 x n y una matriz colum- 
na C de dimensión n x 1: 


La matriz producto es de 
dimensión m Xx n. 


C 1 
C 
Llamamos producto de EF por C, y lo simbolizamos F - C, a: 


C 
ReC= (Es 5) 3 =f co +re+fo 
E 
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Consideremos las matrices A=(23)+B= : ) V 


Dada una matriz A de Calculemos el producto A - B, 
dimensión m x n, la matriz 

transpuesta, A!', es la que se 
obtiene intercambiando sus 


filas por columnas 


Operamos de acuerdo con la definición: 


1 = - 
.) 1+3-(-3)=-7 


(Mm 
9 
O. 
= 
0 
rr 


A-B=(23)-( 


A A A A a A A o A E E E a A E E 


supongamos ahora una matriz A de dimensión m x k, a cuyas filas llamaremos F,F,, ... F_. y 


una matriz B de dimensión k x n, a cuyas columnas llamaremos AA 


La matriz producto A - B es la que obtenemos de la siguiente forma: 
MN 


A A ka. ESC EC 


Observa que el elemento de esta matriz que ocupa la fila i-ésima y la columna j-ésima es el 


que obtenemos al multiplicar la fila F, por la columna C. 


adición 


2. MATRIZ IDENTIDAD 


En el caso de matrices cuadradas de orden n, la multiplicación cumple una propiedad adi- 
cional. Existe un elemento neutro que llamamos matriz identidad y que simbolizamos por 1: 


M Tabla 4. 


De esta forma, para cualquier matriz cuadrada de orden n: 

S As Tes PASA 
3 
3 | 
O 
O. | 
_ | 1.0 4 0 -1 3 
3 lUM=|2 4 3 N=|-2 3 0 
- | 2 1 6 E ED 
O | 
Ml | Calcula: 

| 

| 


a.A=M+N-(2M-3N)  b.B=M-N-(M+D-(N-D | 


SN= ===> === == => == == 2 ES == == == E IR RS RS => 


Dj 
Lo, 
o 
= 
4 
LU 


4. MATRIZ INVERSA 


Al estudiar la multiplicación de matrices hemos visto que, si 
nos limitamos a considerar las matrices cuadradas de orden 
n, existe un elemento neutro que simbolizamos por l. 


(Ay =A 
Nos planteamos ahora sí, dada una matriz cuadrada A, exis- (AD) 1= (AD) 
te otra matriz cuadrada B que cumpla: 
A-A“*=B-A*=I 


E Tabla 5. 


Si B existe, diremos que es la matriz inversa de A. La represen- 
tamos por A”, 


4.1 Cálculo de la matriz inversa a partir de la definición 


Veamos, mediante un ejemplo, cómo calcular la inversa de una matriz A, si existe, a partir 
de la definición. 


PA E a q A q 230 AA A A A AA A A A o — — A A SAA A AR 


Hallemos la matriz inversa de A = E ) Aplicando la condición de igualdad de ma- 
1 trices, obtenemos los siguientes sistemas de | 

a b ecuaciones: | 

Debemos hallar una matriz A* = ) tal que: ( 
cd Za 0=1 2b-d=0 | 

_ y Ñ ¡ 

1.3 cd 0 1 cuyas soluciones son: | 

> 1 1 Za | 

Efectuamos el producto indicado en el primer NE B= y ==" d= 7 ] 
miembro de la igualdad: ] 
Luego, la matriz inversa será: | 

(aa: 2b -d (e >) 301 | 
a+3c b+3dJ) 10 1 7 7 | 

A? = | 

1 2 ¡ 

Fo / 


E E A IN E A E AA E E E O E A E E O IE AN E A RA 


Existe una serie de operaciones que podemos efectuar con las filas de una matriz y que per- 
miten convertirla en una matriz triangular: las transformaciones elementales. 


En general, si llamamos F a la fila i-ésima y E a la fila j-ésima, las transformaciones elemen- 
tales son las que se recogen en la tabla: 


Intercambiar dos filas. Lo denotamos por Fi>Fj] 


Sumar a una fila los elementos correspon- 


dientes de otra fila multiplicada por un nú- 
mero real k. Lo denotamos por F.>F + KF 


Multiplicar todos los elementos de una fila 
por un número real no nulo, k. Lo denotamos 
por F, > KFi . 


Prohibida su reproducción 


4.2 Cálculo de la matriz inversa por el método de Gauss-Jordan 


El cálculo de matrices inversas a partir de la definición conduce a la resolución de sistemas 
de ecuaciones, lo que suele ser laborioso. 


El método de Gauss-Jordan permite hallar la inversa de una 
matriz A efectuando transformaciones elementales. Para 


A E aplicar este método, procedemos como sigue: 

da: A o An 0 1 o 0 : ¡ 17 | 
AD= 1. e Partimos de una matriz formada por A y una matriz iden- 

MN tidad del mismo orden que A. A esta matriz la llamamos 


matriz ampliada y la simbolizamos por (A | ys 


e Aplicamos las transformaciones elementales adecuadas 


1.0 A A para llegar a una matriz (1 | B). 
(11B) = 0 1 * 0|b,, ba," La matriz B es A”, 
0 0" 11|1b,b.,-b,, Vamos a ver la aplicación de este método mediante un 
ejemplo. 
o 2 0 6 Hacemos que los demás elementos de la segun- 
Hallemos la matriz inversa de A= | -1 4 4 da columna, a,, y a,,, sean O: 
1-1 2 
de, E 
e  Planteamos la matriz ampliada (A | 1 ): PD E, + E, A O e Ss 3 
E. FE.-=2F. 1 1 
1.4410 1 0 2 8 
1.14 2|0 0 1 00 211-303 
* Hacemos que el elemento a,, sea 1: * Hacemos que el elemento a,, sea 1: 
1 4 
FLOF, O 1 2|0 0 1 100410 33 
A -1 4 4 0 1 0 Eo ->7F, Í a 
y De PS: AS 3 
e Hacemos que los demás elementos de la primera 0.0 Oo a a 
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columna, a,, y a,,, sean 0: ] 
21 Y 81 e Hacemos que los demás elementos de la ter- 


RoF+F, Ll 20 4. 1 cera columna, a, y a,¿ sean 0. 
Fo F,-2F, OQ 3 6|0 1 1 Con ello, obtenemos finalmente la matriz (1 B), 
PL 2 2 il UN dondeB=A-1: 
* Hacemos que el elemento a,. sea 1: 100Q|2 -1 4 
1-1 2|0 0 1 PS F,-4F, 
10 de 
1 5 
En E] 
a 


2. Halla la matriz X que cumpla. 


1.0.0 1 Lt A 0 ed -2 
0. 2 0 A=3 | 2 30 4 2 3 0 
1.0 3 3 4 5 -4 Hd -8 


A E A A A A A A A E _-o A q OU o 


5. ECUACIONES LINEALES 


Una ecuación lineal con n incógnitas, x,, X,, ... X_, es una expresión algebraica de la forma: 


MG O. +a, Xx =b 


A dara. SON números reales conocidos llamados coeficientes. 


e besun número real conocido llamado término independiente. 


Si el término independiente es cero, decimos que la ecuación es homogénea. Una solución 


de la ecuación anterior es una n-upla de números reales, (S,, S,, 


..., S,), que sustituidos en las 


correspondientes incógnitas, hacen que se cumpla la igualdad, es decir: 


a. FasS +más =D 
Así, por ejemplo, la expresión algebraica: 
2x-3y=10 


es una ecuación lineal con dos incógnitas, donde: 
e xeyson las incógnitas. 


2 y -3 son los coeficientes de x e y, respectivamente. 


e 10 es el término independiente. 


En este caso, el par (2, -2) es solución, ya que, si sustituimos x 
por 2 e y por -2, cumplimos la igualdad: 


2-2-3-(-2)=10 


6. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


A un conjunto ordenado 
de n números lo llamamos 
n-upla. 


Como sabemos, un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones que deben veri- 


ficarse simultáneamente. Si todas ellas son lineales, diremos que se trata de un sistema de 


ecuaciones lineales. 


En general, representaremos un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas del 


modo siguiente: 


Ma, x+a, a a, X =b 


O) A O A e O ES b 


Da, X, Fam X,+ UN Fan An D., e Dj Ñ a y IR 


Una solución del sistema anterior es una n-upla de números reales, (s,, s,, ***,s_ ), que verifica 


simultáneamente las m ecuaciones. 
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6.1 Clasificación de sistemas de ecuaciones lineales 


Según sus soluciones, distinguimos las siguientes clases de sistemas. 


Si no existe ninguna n-upla so- | Si existe alguna n-upla solución, el sistema se denomina consistente. 


lución, el sistema se denomina 
inconsistente. 


Si existe sólo una n-upla solución, el | Si existe más de una n-upla solución, 
Así, por ejemplo, si resolvemos | sistema se denomina consistente | el sistema se denomina consistente 
gráficamente el siguiente sistema: | determinado. indeterminado. 


Así, por ejemplo, si resolvemos grá- | Así, por ejemplo, si resolvemos gráfi- 
ficamente el siguiente sistema: camente el siguiente sistema: 


x+3y=6 3x-y=1 
2X-y=5 -6x+ 2y=5 
6x - 2y = 2 


vemos que no tiene solución, 

pues las tres rectas no tienen | vemos que tiene solución única, | vemos que tiene infinitas soluciones, 

ningún punto común. pues las tres rectas tienen un único | pues las tres rectas tienen todos los 
punto común. puntos comunes. 


e e WN Tabla 7. 
6.2 Notación matricial 


Para simplificar la resolución de sistemas de ecuaciones lineales, consideramos solamente 
los coeficientes de las incógnitas y los términos independientes. En efecto, al sistema de la 
página anterior podemos asociar dos matrices. 


e Laformada por los coeficientes, que de- | + La formada por los coeficientes y los 
nominaremos matriz asociada al siste- términos independientes, que denomi- 
ma y denotaremos por A: naremos matriz ampliada asociada al 

sistema y denotaremos por A: 
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Mi Tabla 8. 


NO 
Le 
o 
= 
pa 
LU 


7. MÉTODO DE GAUSS 


Fijate en el siguiente sistema 


(E) 2XFY=Z=3 
(E,) y-2z=-1 
(E,) 3z=6 


Llamamos sistemas equiva- 
lentes a los que tienen las 
mismas soluciones. 


Cualquier ecuación que consideres tiene menos incógnitas que la ecuación inmediata- 
mente anterior. Á este tipo de sistemas lo llamamos sistemas escalonados. Estos sistemas se 
resuelven de manera muy sencilla mediante sustitución regresiva. 


Utilizando notación matricial, siempre podremos resolver un sistema de ecuaciones lineales 
cualquiera si somos capaces de hallar una matriz escalonada equivalente mediante trans- 
formaciones elementales. A esto lo conocemos como el método de Gauss. 
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Resolvamos el sistema siguiente: 


2Zx+y-Z=5 
X-Yy+2z=-3 
3IX-2y +Z=-2 


Hacemos que el coeficiente de la x en la pri- 
mera fila sea 1, con el fin de facilitar los cál- 
culos posteriores. Para ello, intercambiamos 
las dos primeras filas: 


2x+y-z=5 X-y+2zZ=-3 
E E 

A O A E A AS 

3X-2y+Z=-2 EA A A 


Sumamos ahora a la segunda fila la primera 
multiplicada por -2, y a la tercera, la primera 
multiplicada por -3: 


Xx-2y-z=-4 ELDE, - 2E, X-y+2z=-3 
2X+Y-Z=5 PEDE.-3E  3y-5z=11 
3X-2y+Z=-2 y -5z=7 


Seguidamente, hacemos que en la segun- 
da fila el coeficiente de la y sea 1, con el 
fin de facilitar los cálculos posteriores. En 
este caso, basta con Intercambiar las dos 


últimas filas. 
X-y+2z=5 X-y+2z=-3 
EE 
3y - 5z=-3 IE y-5z=7 
y -5z=7 3y -5z=11 


Para finalizar, sumamos a la tercera fila la 
segunda multiplicada por -3: 


-y +2Zz=-3 X-yY+2zZ=-3 
_ E, E, - 3E 

y -5bz=7 3 3 es y -5bz=7 

3y-5z=11 10z=-10 


De este modo, hemos obtenido un sistema 
escalonado, cuyas soluciones podemos 
calcular por sustitución regresiva: 


z=-1 
y =7+5z=7+5:'(41)=2 
x=-3+y-2z=-3+2-2:(-1)=1 


O 

O 
| 3. Resuelve, utilizando el método de Gauss, los sistemas siguientes. 3 
| o] 
¡ X-Ly-2=-4 x+y+z=3 z 
| A. XFIY+HZ=5 e 2x-y+2z=0 3 
] Ax + 2y + 27 =8 2x + 37=3 A 
| 


S. INECUACIONES LINEALES 


Si cambiamos el signo de igualdad (=) de una ecuación lineal por alguno de los signos de 
desigualdad (<, >, < y >), obtenemos una expresión algebraica denominada inecuación 
lineal, 


8.1. Inecuaciones y sistemas de inecuaciones con una incógnita 


Recordemos el concepto y la forma de resolver las inecuaciones lineales y los sistemas linea- 
les de inecuaciones con una incógnita. 


Inecuaciones lineales con una incógnita 
Son aquellas en las que solamente aparece un polinomio de primer grado. 


Llamamos inecuación de primer grado O lineal con una Ín- 
cógnita a cualquier inecuación equivalente a ax + b < 0, 
ax+b<0ax+b>00ax+b=>0, donde a bekR 0. 


Para resolver este tipo de ¡inecuaciones, procedemos como en el caso de las ecuaciones 
lineales, teniendo en cuenta que, al multiplicar o dividir por un número negativo, debemos 
cambiar el sentido de la desigualdad para obtener una inecuación equivalente. 


Recordemos su representación gráfica: 


s)r00. 2] ¿5=).00,2] ¡52) 2,200] ¿5=[.2 400 
a a a a 


Resolvamos la inecuación: e Trasladamos términos y reducimos los 
3(x-7) 5(x-1) semejantes: 
y FEXS 3 3IX+2X-5x<-5+21 
0x<16 


e Eliminamos paréntesis: 


l 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

e Para cualquier x que consideremos, el pri- | 
3X - 21 5X - 5 | 
+ ] 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


> Xx < > mer miembro valdrá siempre 0, por lo que 


9 se cumplirá la desigualdad 0 < O, 

E e Eliminamos denominadores: ) ) 

e Luego, todos los números reales serán solu- 
Dd nn 4 " n 4 " " 

> memI2,21=2 ción de la inecuación. Escribiremos: 

O 

5 A O o. E S =R = (+09, -00) 

9 

Al 
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Sistemas lineales de inecuaciones con una incógnita 
Dado un conjunto de inecuaciones lineales con una incógnita: 


3x-2<4x+1 


4x+3>2(x+2) 


Si imponemos que todas ellas han de verificarse simultáneamente, se tiene un sistema de 
inecuaciones. 


Llamamos sistema lineal de inecuaciones con una incógnita a un conjunto de inecuaciones 
lineales con una incógnita que deben cumplirse simultáneamente. 


El conjunto solución son valores de x que satisfacen a la vez todas las inecuaciones. Para 
resolver este tipo de sistemas, procedemos como indicamos a continuación: 


Resolvemos por separado 3x-2<4x+1 


cada una de las inecuaciones. ato (EZ) 
Primera inecuación Segunda inecuación 


3x-2<4x+1 AX +3 2>2(x+2) 
3x-4x<13+2 Ax+32>2x+4 
O Ax-2x>4-3 


Xx >-=3 
S,= (-3, + 00) 


Representamos sobre una 
misma recta las soluciones de 
cada inecuación. 


ciones del sistema. 


E Tabla 10. 


8.2. Inecuaciones y sistemas de inecuaciones con dos incógnitas 


Considera la desigualdad algebraica x - y < 6. Se trata de una inecuación lineal con dos 
incógnitas. 


Llamamos inecuación lineal con dos incógnitas a cualquier inecuación equivalente a ax + by < 
c, ax + by <c, ax + by > c oax + by > c, donde a, b, c E IR. 


Construimos la tabla asignando diversos valores a x e y. Fijate en que la inecuación x - y < 6 solo 
se verifica para determinados pares de valores de x e y. Cada par de valores de x e y que saltis- 
face la inecuación es una solución de la inecuación. 
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Representación gráfica de las soluciones 


Las soluciones de una inecuación lineal con dos incógnitas 
pueden representarse gráficamente en un sistema de coor- 
denadas cartesianas asignando a cada par de valores, x e 
y, de una solución el punto (x, y) del plano de coordenadas. 


Observa que, si sustituimos en la inecuación x - y < 6 el signo 


< por el signo =, obtenemos la ecuación lineal x - y = 6, que 
NW Tabla 11. 


equivale a la ecuación y = x - 6, cuyas soluciones se corres- 
ponden con los puntos de una recta. 


De acuerdo con la figura 1, vemos que esta recta divide el 
plano en dos semiplanos, A y B: 


e Las coordenadas (x, y) de los puntos del semiplano A 
cumplen: 


Y>x-6>x-y<6 
e Las coordenadas (x, y) de los puntos de la recta cumplen: 
Y=X-6>x-y=6 


e Las coordenadas (x, y) de los puntos del semiplano B 
cumplen: 


y<x-6>x-y>6 


Así, las soluciones de la inecuación x - y < 6 son las coorde- 
nadas (x, y) de los puntos del semiplano A. 


Vemos, pues, que la representación gráfica de las soluciones 


de una inecuación lineal con dos incógnitas es un semiplano. 


M Fig. 1. 


Si en la inecuación aparecen los signos < o >, las coorde- 
nadas de los puntos de la recta que determina el semiplano 
solución también son solución de la inecuación. 


En la práctica, para determinar el semiplano solución, bas- 
ta con tomar un punto situado en uno de los semiplanos y 
comprobar si sus coordenadas verifican la inecuación: 


e Sila verifican, las coordenadas de los puntos del semipla- 
no escogido serán soluciones de la inecuación. 
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e Caso contrario, las soluciones de la inecuación serán las 
coordenadas de los puntos del otro semiplano. 


A a o o a a O e 


Resolvamos gráficamente la inecuación: e Sombreamos el semiplano solución y mar- 
IX-y<2 camos con un trazo discontinuo la recta y = 


e Representamos la recta 3x - y = 2, que equi- O 


vale a y = 3x - 2. Con ello, indicamos que las coordenadas 
de los puntos de dicha recta no son solu- 
ción de la inecuación, ya que se trata de 
una desigualdad estricta (<). 


00 
Lo 
o. 
= 
0 
rr 


e Consideramos un punto de uno de los se- 
miplanos en que queda dividido el plano y 
sustituimos sus coordenadas en la inecua- 
ción. Tomamos, por ejemplo, el punto (0, 0): 


3"D0=0<2Z2>0%2 


Las coordenadas del punto (0, 0) son so- 
lución de la inecuación, y también lo son 
las coordenadas de todos los puntos del 


semiplano que lo contiene. 


E a A gg A IN Ia NI 


A —— A A ii o e o 


SS Resolvamos gráficamente la inecuación: e Sombreamos el semiplano solución y mar- 
Y X+y=0 camos con un trazo continuo la recta y = -x. 
3 y e | 
= e Representamos la recta x + y = 0, que equi- Con ello, indicamos que los puntos de dli- 
02 vale a y = —X. cha recta son solución de la inecuación, ya 
LL] ó ' 

* Consideramos un punto de uno de los semi- que se trata de una desigualdad no estricta 


(2) 


planos en que queda dividido el plano y sus- 

tituimos sus coordenadas en la ¡inecuación. 

Tomamos, por ejemplo, el punto (0, -1): 
0+(-1)>0>-1>0 (Falso) 

Las coordenadas del punto (0, -1) no son 

solución de la inecuación, y tampoco lo 

son las de todos los puntos del semiplano 

que lo contiene. 

Por tanto, las soluciones serán las coorde- 


nadas de los puntos del otro semiplano. 


Tm E EOI O O TE A EA E A O O A NÓ 


8.3. Sistemas lineales de inecuaciones con dos incógnitas 
Considera el siguiente conjunto de ¡inecuaciones lineales con dos incógnitas: 
x+y<10 
X-y=>6 


Si imponemos que todas ellas han de verificarse simultáneamente, tenemos un sistema li- 
neal de inecuaciones. 
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Llamamos sistema lineal de inecuaciones con dos incógnitas a un conjunto de inecuacio- 
nes lineales con dos incógnitas que deben verificarse simultáneamente. 


Representación gráfica de las soluciones 


Hemos visto que las soluciones de una inecuación lineal 
con dos incógnitas son las coordenadas de los puntos de 
un semiplano. 


Considera de nuevo el sistema anterior, formado por dos 
inecuaciones lineales con dos incógnitas. Representamos 
en la figura los semiplanos solución de ambas inecuaciones. 


ESTÁ Las soluciones del sistema son las coordenadas de los pun- 
A de tos que pertenecen a la vez a los dos semiplanos solución 
(región doblemente sombreado». 


| Así, por ejemplo, el punto (6, -6) es común a ambos semipla- 
Fig. 2. nos. Por tanto, x= 6 e y = -6 es solución de ambas inecua- 
ciones y, en consecuencia, del sistema. 


G 
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Resolvamos el siguiente sistema: 


LEY > 
4x = 2y - 20 a 


4x < 2y - 20 
e Representamos en un mismo gráfico las soluciones de ambas 


inecuaciones. Para ello, representamos las rectas 2x — y = 3 y 
Ax = 2y — 20. 


Ejemplo 10 


-9 -8 7-645 432740 + Las coordenadas del punto (0, 0) no son solución de 2x - y > 3. 


/ 


e. Las coordenadas del punto (0, 0) no son solución de 4x < 2y - 20. 


e Como no existe ninguna región común a ambos semiplanos, el 
sistema no tiene solución. 


Joseph Fourier anticipa la programación lineal. Carl Friedrich Gauss resuelve ecua- 
ciones lineales por eliminación "gaussiana". 


1902 | Gyula Farkas concibe un método para resolver sistemas de ¡inecuaciones. 


George Dantzig publica el algoritmo simplex y 
John von Neumann desarrolla la teoría de la dualidad. 
Se sabe que Leonid Kantoróvich también formuló la teoría en forma independiente. 


Narenara Karmarkar introduce el método del punto interior para resolver 
problemas de programación lineal, 


E Tabla 12. Fuente: https://goo.gl/IZhF87 


En las actividades económicas, analizamos con frecuencia variables que están determi- 
nadas por inecuaciones, con el objetivo de hallar para qué valores de esas variables una 
determinada función (beneficios, costos...) alcanza su valor extremo (máximo o mínimo). 
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Lee con atención los enunciados de los siguientes problemas y observa su planteamiento 
matemático. 


Estos dos problemas tienen en común lo siguiente: 


Problema A | A 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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Una ONG que se autofinancia posee una empre- 
sa de bebidas refrescantes. De entre los refrescos 
que fabrica, los que más se venden son Maná y 
Vital. Un litro del primero contiene 30 cl de extracto 
de cola, 10 cl de ácido cítrico y el resto es agua 
carbonatada; un litro del segundo contiene 10 cl 
de extracto de cola, 20 cl de ácido cítrico y el res- 
to es, también, agua carbonatada. Se sabe que 
la empresa dispone en sus cubas de 3 600 | de 
extracto de cola y de 3 200 | de ácido cítrico. La 
venta de 1 | de Maná produce un beneficio de 
0,2, mientras que el beneficio por la venta de 1 | 
de Vital es de 0,1. 

¿Cuántos litros de cada refresco debe preparar la 
empresa para que el beneficio sea máximo? 


problema A 


Zz=0,2x +0,ly | z=25x+30y 


* Debemos optimizar (maximizar o minimizar) una función lineal de dos variables. 


 ProblemaB | B 


El tratamiento de cierta enfermedad requiere 
la administración de dos complejos vitamínicos, 
A y B. Cada semana es preciso consumir, como 
mínimo, 450 mg de A y 200 mg de B. Estos com- 
plejos se presentan en dos preparados diferentes: 
el primero, denominado Amium, con comprimi- 
dos que cuestan 25 centavos de dólar cada uno 
y que contienen 15 mg de A y 25 mg de B; y el 
segundo, Bolium, cuyos comprimidos cuestan 30 
centavos de dólar cada uno y que contienen 28 
mg de A y 10 mg de B. Averigua qué número de 
comprimidos de cada preparado debe tomar 
cada individuo para que el coste del tratamiento 
sea mínimo. 


E Tabla 13. 


Esta función recibe el nombre de función objetivo. 


e Las variables deben cumplir una serie de inecuaciones lineales. 


Problema A 
0,30x + 0,10y < 3600 
0,10x + 0,20y < 3200 


x>0 


y =0 


15x + 28y > 450 
25x + 10y > 200 
X>0 


20 


M Tabla 14. 


Estas inecuaciones reciben el nombre de restricciones. 


Resolver un problema de programación lineal consiste en optimizar una función lineal, de- 
nominada función objetivo, sujeta a una serie de restricciones expresadas mediante inecua- 


ciones lineales. 


Los métodos para resolver un problema de programación lineal pueden ser extremadamen- 
te complejos. Solo en el caso de dos variables (programación lineal bidimensional) pueden 


determinarse con relativa facilidad, como verás en las páginas siguientes. 
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9.1. Métodos de resolución 


Los problemas de programación lineal, en el caso de dos variables, pueden resolverse por 
métodos algebraicos o gráficos. 


Método algebraico 


Puesto que la solución del problema, si existe, debe ser solución del sistema de inecuaciones 
formado por las restricciones, resolvemos en primer lugar dicho sistema. 


A la región del plano obtenida la denominamos región factible. Esta puede ser acotada o no, 
como vemos en los ejemplos. 


Podemos demostrar que la solución del problema se encuentra siempre en la frontera de la 
región factible. Para encontrar dicha solución, debemos hallar los vértices de esta región y 
calcular el valor de la función objetivo en cada uno de ellos. 


El vértice en que toma el valor extremo es la solución del problema. Si la función es máxima 
(o mínima) en dos vértices, la solución óptima se sitúa en cualquiera de los puntos del seg- 
mento que los une. 


Así pues, podemos decir que los pasos a seguir para hallar analíticamente la solución de 
un problema en dos variables son: 


e Resolver el sistema de inecuaciones formado por las restricciones para hallar la región 
factible. 


* Obtener los vértices de la región factible. 

e Calcular el valor de la función objetivo en cada uno de los vértices para determinar en 
cuál de ellos toma el valor máximo o mínimo. 

Método gráfico 


La solución de un problema de programación lineal bidimensional también puede hallar- 
se gráficamente, como describiremos a continuación, mediante el método de las rectas 
de nivel, 


Sea z = ax + by la función objetivo asociada con un problema de programación lineal. Lla- 
mamos recta de nivel a cualquier recta de ecuación: 


ax+by=k;KE€IR 


Cada una de estas rectas corresponde a los puntos del plano en los que la función objetivo 
toma el mismo valor, k. Al variar k, se obtiene una familia de rectas paralelas. 
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Si consideramos las rectas de esta familia que cortan a la región factible, tenemos: 


e El valor extremo de k se alcanzará cuando la recta pase por uno de los vértices de la 
región factible o en todos los puntos de un lado si la recta es paralela a ese lado. 


* La ordenada en el origen de estas rectas es y, =k/b, de donde se obtiene que el valor de 
k es proporcional a dicha ordenada. 
e Sib > 0, la recta cuya ordenada en el origen sea mayor nos dará el vértice que maxi- 
miza la función objetivo y aquella cuya y, sea menor nos dará el vértice que minimiza 
la función objetivo. 


e Sib<0, la recta cuya ordenada en el origen sea menor nos dará el vértice que maxi- 
miza la función objetivo y aquella cuya y, sea mayor nos dará el vértice que minimiza 
la función objetivo. 


Entonces podemos decir que: 


Los pasos que debemos seguir para hallar gráficamente la solución de un problema de 
programación lineal en dos variables son: 


e Resolver el sistema de inecuaciones formado por las restricciones y representar la región 
factible. 


e Representar la recta de ecuación ax + by = 0, siendo la función objetivo z = ax + by. 


e Trazar rectas paralelas a esta recta que pasen por cada uno de los vértices de la región 
factible. Aquellas rectas cuyas ordenadas en el origen alcancen los valores extremos nos 
darán la solución del problema. 


Método algebraico 
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Debemos maximizar la función z = 0,2x + 0,1y sujeta a las restricciones siguientes: 
0,30x + 0,10y <3600;0,10x+0,20y <3200;x=>0;y=0 


e Resolvemos el sistema de inecuaciones. 


Para ello, representamos las rectas 0,30x + 0,10y = 3600 y 0,10x + 0,20y = 3200. 


e Las coordenadas del punto (0, 0) son solución de la inecuación 0,30x + 0,10y < 3 600. 


Luego, de los dos semiplanos determinados por la recta 0,30x + 0,10y = 3 600, sombreamos 
el que contiene el punto (0, 0). 


e Puesto que ha de ser también x > 0 e y > 0, coloreamos la zona correspondiente al primer 
cuadrante. 


e Obtenemos las coordenadas de los vértices de la región factible. Para ello, debemos deter- 


minar los puntos de corte de las rectas que contienen los lados del polígono. Esto se reduce a ES 
resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: E 
x=0 | 0,10x + 0,20 y = 3200 ] z 

y=0 x=U e 

0,30x + 0,10 y = 3600 0,30x + 0,10 y = 3600 5 

0,10x + 0,20 y = 3200 ] si pos 


A E NE A A E E A A E o E A A E A E O E A E E E 


La optimización de resulta- 
dos a partir de unas restric- 
ciones es fundamental en 
áreas como la economía, la 
ingeniería, etc. Si accedes a 


La región factible es, pues, 
el polígono convexo de la 
figura. 


la página www.investigacio- 
noperativa.com, encontrarás 
información sobre los distin- 
tos métodos de optimización, 
así como un simulador para 
optimizar funciones sencillas 


Las soluciones de estos sistemas determinan los siguientes puntos: 
A=(0,0),B= (0, 16 000), 
C = (8000, 12000), D = (12 000, 0) 


e  Calculamos el valor de la función objetivo en cada uno de estos 
puntos: 
A=(0,015>z=0,2"0+0,1*0=0 


B = (0, 16000)>3z =0,2 : 0 +0,1 : 16000 = 1600 
C = (8000, 12000)>3 z = 0,2 : 8 000 + 0,1 : 12000 = 2800 
D = (12000, 0)9>z=0,2: 12 000>+0,1:0= 2400 


Vemos que la función objetivo toma su valor máximo en el pun- 
to C = (8 000, 12 000). Luego, para que el beneficio de la em- 
presa sea máximo, deberá vender 8 000 | de Maná y 12 000 | 
A de Vital. , 


WS MR == 2 8 SS RS 8 2 SS E RS A == SS RS E RS SS SS BR SS 
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Debemos maximizar la función z = 0,2x + 0,1 y sujeta a las restricciones siguientes: 
0,30x + 0,10y <3600;0,10x+0,20y <3200;x=>0;y=0 


e En el apartado anterior ya obtuvimos la y 
región factible (fig. 1). N 


e Representamos ahora la recta: 
0,2x+0,ly=0 X 


y trazamos una paralela a esta recta LIA C y = -2x 
por cada uno de los vértices. Ñ 


Como el coeficiente de la y es positi- N 
vo, la recta cuya ordenada en el ori- N 
gen tenga el valor más alto nos dará el N 
máximo. 
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El máximo se alcanza, pues, en el punto (8000, 12 000). Así, el beneficio de la empresa será 
máximo si vende 8000 | de Maná y 12 000 | de Vital. 


AI EDO E E E EN Y E AN A TN EOS E A E E EN E E RT E E NN IS E E NE A E E ER ES E ES E E IN E E E 


9.2. Tipos de soluciones 


Los problemas de programación lineal que hemos resuelto hasta ahora tenían solución úni- 
ca. Sin embargo, de la resolución gráfica se deduce fácilmente que el problema puede no 


tener solución, o bien, tener solución pero no ser única. 


La siguiente tabla muestra los diferentes casos que pueden presentarse. 


El máximo se alcanza en el punto D y El mínimo se alcanza en el punto B. El máximo se alcanza en el punto B. 
el mínimo en el punto B. 


E 
y + 


a>0b>0 


El máximo coincide con cualquier punto del segmento CD. El mínimo coincide con cualquier punto del segmento AB. 


E C 
A 
A 
Zz=ax+ by A Zz=ax + by 
a>0b>0 a>0b>0 
Cc ><D 


Como no existe región factible, no La región factible no está acotada La región factible no está acotada 
tiene solución. superiormente y, por tanto, la función inferiormente y, por tanto, la funció 


objetivo no puede maximizarse. objetivo no puede minimizarse. 


E Tabla 15 


4, Resuelve los problemas de la página 99 mediante los 
métodos algebraico y gráfico. 


5. Determina el tipo de solución del siguiente problema 
de programación lineal. 


Minimizar la función objetivo z = x + 2y sujeta a las si- 
guientes restricciones: 


X>0;y>0;x+y<3;x-y<6 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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10. APLICACIONES DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL 


Como habrás podido apreciar, la programación lineal tiene importantes aplicaciones en 
economía, pues da respuesta a los problemas de minimizar costos y maximizar beneficios. 
A continuación, te presentamos dos tipos de situaciones clásicas cuya formulación nos lleva 
también a un problema de programación lineal. 


10.1. Problema del transporte 
La formulación general de un problema de este tipo es la siguiente: 


Un cierto producto se elabora en m centros de producción en cantidades a,,a,, ... a, , y debe 
enviarse a n destinos, donde se recibirá en cantidades b,, b,, ..., b_. Conocidos los costos de 
envío desde cada origen a cada destino, se trata de determinar las cantidades que deben 
enviarse desde cada origen a cada destino de modo que se satisfagan las necesidades de 
envío y se minimice el costo total del transporte. 


Dos factorías de refrescos, A y B, producen, respectivamente, 6 000 
y 4 500 cajas diarias. Los puntos de distribución de dichos refrescos 
son tres grandes superficies, S,, S, y S,, cuya demanda es de 2250, 
4500 y 3750 cajas, respectivamente. El coste de transporte por caja 
(en dólares), desde cada una de las factorías a los centros de venta, 
aparece en la tabla 1. 

Averigua cuántas cajas deben enviarse desde cada factoría a 
cada superficie para que el transporte sea lo más económico po- 
sible. 

Sean x e y las cajas que salen de la factoría A a los centros S, y S,, 
respectivamente. Construimos la siguiente tabla de distribución: 


Ejemplo 13 


JAI x | y |  6000—(x+y)=6000-—x-y 


B| 2250-x |4500-y | 3750—[6000-(x+y]=x+y- 
| 2250 


MX Tabla 17. 


Ninguna de estas cantidades puede ser negativa. Luego, se tiene 
el siguiente conjunto de restricciones: 


x= 07y. 2 076000 =X=Yy.=0:7.2250=X =0754500=y = 0 
xPY=2290,20 

La función objetivo es, en este caso, el coste del transporte, y la ob- 

tendremos sumando los productos del número de cajas transpor- 

tadas en cada recorrido por sus respectivos precios de transporte 

tabla 1): 


. | 7=2x+15y+3(6000-x—y)+(2250-x)+2 (4500-y)+ 
Ñ ] +25 (x+y-2250) =0,5x—y +23 625 


AI 0 | 4500 | 1500 
A] El problema se reduce a minimizar la función objetivo 
B 2250 20 | 2250 
| z=0,5x — y + 23625, sujeta a las restricciones dadas por las 


MN Tabla 16. inecuaciones anteriores. 
Utilizando el método gráfico (fig. 3), puedes ver que la función z 
alcanza el mínimo en el punto (0, 4500), por lo que la solución es 
x=0ey=4500. La cantidad de cajas que deben salir de cada 
factoría es la indicada en la tabla 4. zz 


PA OE A 


pa 
Le 
o. 
= 
0 
rr 


10.2. Problema de la dieta 
La formulación general de un problema de este tipo es la siguiente: 


Para que una dieta resulte equilibrada, cada individuo debe ingerir m elementos nutritivos 
básicos en cantidades mínimas b,, b,, ..., b_. Estos elementos nutritivos se encuentran en n 
alimentos diferentes. Conocidas las cantidades de cada elemento nutritivo contenidas en 
una unidad de cada alimento y el costo de una unidad de cada alimento, se trata de de- 
terminar la dieta más económica que satisfaga las necesidades nutritivas mínimas. 


== e A A o Sd ll e o e o o O e o e A 


Para suplir la falta de minerales de una dieta hipocalórica, una persona debe ingerir tres clases diferentes 
de minerales: calcio (Ca), magnesio (Mg) y yodo (h. Cada día debe tomar al menos 437 mg de calcio, 
270 mg de magnesio y 199 mg de yodo. Los mencionados minerales se encuentran en dos preparados 
farmacológicos diferentes: el Nervo, que cuesta $ 5 y cuya composición es de 16 mg de calcio, 32 mg 
de magnesio y 32 mg de yodo; y el Mieli, que cuesta $ 6 y cuya composición es de 27 mg de calcio, 54 
mg de magnesio y 9 mg de yodo. Determinemos el número de preparados de cada tipo que permitirá 
un tratamiento más económico. 

Sean x e y el número de preparados de Nervo y de Mieli, respectivamente. Construimos la siguiente tabla 
de distribución: 


Mi Tabla 18. 


Con los datos de esta tabla, y teniendo en cuenta que el número de preparados no puede ser negativo, 
escribimos el siguiente conjunto de restricciones: 


x>0;y>0;16x + 27y > 437;32x + 54y > 270; 32x + 9y > 199 


La función objetivo, en este caso el coste de los preparados, se obtiene sumando los costes de ambos 
tipos de preparados. Así: 


Z=5Xx + Óy 
El problema se reduce a mi 
nimizar la función objetivo 
z = 5x + 6y, sujeta a las restric- (0,22, 1) 
ciones dadas por las inecua- -32 199 
ciones anteriores. eE] Tal A 9 


Utililando el método gráfico, 
puedes ver que la función z 
alcanza el mínimo en el punto 
(2, 15), por lo que la solución 
esx=2ey=15. Para minimi- 
zar costes, deben ingerirse 2 


preparados de Nervo y 15 de 437 
Mieli cada día. 27 
Observamos que no hubiese 

sido positble maximizar la función, (27,31,0) 


puesto que la región factible no 
está acotada superiormente. 


A A A A A A A a a a a A a a a a a a O a 
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10.3. Otras aplicaciones 


Aunque a lo largo de esta unidad únicamente hemos resuelto problemas de programación 
lineal bidimensional, este tipo de análisis se utiliza en casos donde intervienen cientos e in- 
cluso miles de variables. 


En general, la programación lineal se sitúa en el marco de la investigación operativa, un 
conjunto de técnicas racionales de análisis y de resolución de problemas, que tiene por ob- 
jeto ayudar a los responsables en las decisiones sobre asuntos en los que interviene un gran 
número de variables. 


El nombre de programación lineal no procede, como puede parecer, de la creación de 
programas para ordenadores, sino de un término militar, programar, que significa «realizar 
planes o propuestas de tiempo para el entrenamiento, la logística o el despliegue de las 
unidades de combate». 


Aunque parece ser que la programación lineal fue utilizada por 6. Monge en 1776, se consi- 
dera a L. V. Kantoróvich uno de sus creadores. La presentó en su libro Métodos matemáticos 
para la organización y la producción (1939) y la desarrolló en su trabajo Sobre la transfe- 
rencia de masas (1942). Kantoróvich recibió el premio Nobel de economía en 1975 por sus 
aportaciones al problema de la asignación óptima de recursos humanos. 


La investigación de operaciones en general y la programación lineal en particular recibie- 
ron un gran impulso gracias a los ordenadores. Uno de los hitos fue la aparición del método 
simplex de programación lineal. Este método, desarrollado por G. B. Dantzig en 1947, consiste 
en la aplicación de un algoritmo para optimizar el valor de la función objetivo teniendo en 
cuenta las restricciones planteadas. 


El método simplex requiere el uso de ordenadores. Parte de uno de los vértices de la región 
factible, por ejemplo el vértice A, y aplica la siguiente propiedad: si la función objetivo no 
toma su valor máximo en el vértice A, entonces existe una arista que parte del vértice A y a 
lo largo de la cual la función objetivo aumenta. 


El procedimiento es iterativo, pues mejora los resultados de la función objetivo en cada eta- 
pa hasta alcanzar la solución buscada. Esta se encuentra en un vértice del que no parta 
ninguna arista a lo largo de la cual, la función objetivo aumente. 


6. Una ONG europea dedicada a la asisten- 7. Para crecer de manera óptima, un cordero 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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| 
| 
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| 
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cia sanitaria recibe de la UE, cada mes, 
8000 lotes sanitarios de mantenimiento y 
15 000 de choque. En esta ocasión, los lo- 
tes deben llegar a tres localidades diferen- 
tes del África ecuatorial, A, B y C. Los lotes 
de mantenimiento salen de Brujas y los de 
choque, de Múnich, siendo el coste de en- 
vío desde Brujas aA,ByCde$2,$13y$6, 
respectivamente. Y desde Múnich, de $ 12, 
$4y$4. 


Si las tres poblaciones necesitan, respecti- 
vamente, 6000, 7000 y 10 000 lotes, deter- 
mina cómo debe organizarse el transporte 
para que su gasto sea mínimo. 


adulto debe ingerir diariamente 20g de com- 
ponente C.,, 30g de C,. 300g de €. y 20g de €, 
Un criador dispone de dos tipos de alimento, 
A y B, para corderos, que le cuestan, respecti- 
vamente, 90 $/t y 60 $/t. 


Entre otros componentes, 1kg de alimento del 
tipo A contiene 10g de C,, 10g de C,, 200g de 
C, y 209 de C,, mientras que 1kg de tipo B con- 
tiene 109 de C,. 30g de C, y 759 de C.. 


Determina cómo debe mezclar el criador los 
alimentos A y B para que se cumplan las necest 
dades de los corderos con el mínimo de gastos. 


A A A O E O O A a a E a NT A a E A A a E E A E A E A a A ia a a 


Matrices 


. SON 


+ F, Fj + kF 


Add A 


Matriz Inversa 


Sistemas de ecuacio- 
nes lineales 


Sistemas de ecuacio- 
nes lineales 


Sistemas de 
Inecuaciones 
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Problemas resueltos UY 
A 


1. Una empresa química europea dispone de 21 millones de dólares para invertir en un proyecto de I + D. La 
distribución de la inversión se llevará a cabo en el campo de la farmacología y en el de la microbiología.En 
el primero, donde obtendrá un 10% de beneficio anual, invertirá a lo sumo 13 millones de dólares, mientras 
que en el segundo, donde los beneficios ascenderán en el mismo período de tiempo al 8%, será, por lo 
menos, de 6 millones. 


Debido a presiones políticas, la inversión en microbiología no deberá ser superior a la mitad de la farmaco- 
lógica. Determina cómo deberá invertir la empresa para obtener el máximo beneficio anual. 


Sea x la inversión en farmacología e y la inversión 
en microbiología (en millones de dólares). El bene- 
ficio anual será: 


z = 0,1x + 0,08y 


Escribimos las restricciones: 


e La inversión tiene que ser, a lo sumo, de 21 miillo- 
nes de dólares: 


Fy=zl 


e La inversión en farmacología tiene que ser, a lo 
sumo, de 13 millones de dólares: 


xXE LS 


e La inversión en microbiología tiene que ser, 
como mínimo, de 6 millones de dólares: 


y=6 


e La inversión en microbiología no deberá ser su- 
perior a la mitad de la farmacológica: 


y < 7 D2y <x 


e Las cantidades invertidas en cada uno de los 
campos no pueden ser negativas: 


xX>0;y=0 


- 
LE 
AE 


Así, se trata de maximizar la función z = 0,1x + 0,08y 
sujeta al conjunto de restricciones siguiente: 


x+y<21 
x<13 

y=6 

2y <X 

x>0 

y=0 


Resolvemos el problema por el método gráfico: 


. Representamos la región factible y las rectas de 
nivel. 


y =-x + 21 
OA x=13 
SS SN y $ 
o Y y a a 
y = ro 
4 “ÍA y =b 


De todas las rectas de nivel que tocan la región 
factible, la que nos da el máximo beneficio es la 
que pasa por el vértice B. 


Calculamos las coordenadas de B: 


2Y=xX 

ae, => B=(13, 6,5) 
Luego, el beneficio máximo se obtiene invirtiendo 
13 millones de dólares en farmacología y 6,5 mi- 
lones de dólares en microbiología. 


y problemas 


17 Matri Calcula el valor total de los envíos a cada país 
E en cada año. 


1. Escribe una matriz cuadrada de orden 4 con las 
características que, en cada caso, se indican a 
continuación. 


] A, Considera las siguientes matrices: 
a. Triangular superior 


| o 3 4 5 0 9 8 

b. Trianguilar inferior A= + 6 ss 2 3 A Zo dl 

Cc. Diagonal Calcula: 

d. Identidad a.A:B  b.B:C  c.A:B:C  d.2B+(A:C) 


2. Considera las siguientes martrices. 
9 5. Calcula la inversa de cada una de estas matrices: 


E 2D 3 3 012 
A=|2 1 5 4| B=|5 2 O 1 
4 1 10 3.4 2.0 1.0.0 1.0 00 
A=|l0 1 0 e [0 1 00 
Calcula: 0 0 1 10 O 1. 1 
0 0 1 1 
AFB 
ii 3.2 1 
B=|-1 2 233 
O. A-B 3 -4 9 


6. Considera las matrices siguientes: 


Cc.B-A Ñ E - 
qe 1 2 a 2 1 C= 3 -12 
oO 1 1 1 0. 5 


A. 5A Calcula X para que se cumpla A? - X-— B=C 


e. 4B 
7. Considera las matrices siguientes: 


1.0 E | 
f. -3)A e (, i dls Co ,) 


Calcula X para que se cumpla A?*-X+B=0 


3. En los años 2013 y 2014, una ONG envió ayuda 
humanitaria, consistente en medicamentos (M), 


prendas de vestir (P) y alimentos (AL), a cuatro 8. Considera las matrices siguientes: 
países africanos A, B, C, D. 

rs 2 1 p= S 1 C- 1 1 
La matriz siguiente recoge las toneladas anuales XV Y A O 


de cada tipo de ayuda a cada país 


A  B Co D 
10 30 15 1213 M 
X= [215 512 317 300 | P 
745 862 613 923/ AL 


Por otra parte, el valor, en $, de una tonelada de 
cada tipo de ayuda era, en los años 2013 y 2014: 


Calcula X para que se cumpla A -X-B = 4C 


M PAL 
x= (5000 180 md en 
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37500 186 88 / 2014 


9. Calcula la matriz (A! - A*)* siendo A la matriz (1) 3x+2y+7z=1 


o 


siguiente, dl, O) x-5y+2z=8 
EL 2 qe 
a. A= b A (3) -2x + 10y - 4z= -1 
2 1 -2 (M)x+y=5 
E E e 5 
(2) x+ y+2z=2 
E E y 
Q) 2x+y+2z=11 
10. Considera las matrices siguientes. O Sid 7 
Mm=(* Aw= , : rel) 
O 0 E A S NY ¡45 13. Un campesino cultiva manzanas de tres tipos, 
E ¡Sl A, B y C. De promedio, cada árbol del tipo A 
Averigua si se cumple que: produce 50 kg de manzanas por cosecha; 
T14+ (M-N)!=(T+M-N)! cada árbol del tipo B, 30 kg; y cada árbol del 


tipo C, 40 kg. Sabemos que actualmente ob- 
tiene 230 t de manzanas por cosecha y nos 


Sistemas de ecuaciones proporciona la siguiente información: 
lineales e Si arrancara todos los manzanos del tipo B y 
los sustituyera por manzanos del tipo A, cose- 
11. Dado el sistema de ecuaciones charía 2504 
(1) 3x-y+2z=1 e Si arrancara todos los manzanos del tipo C, y 
O) x+y+z=3 los sustituyera por manzanos del tipo B, cose- 


AS charía 200t 
(3) 2x-2y-3z=-2 
¿Cuántos manzanos de cada clase tiene plan- 


Averigua cuál o cuáles de las ternas siguientes dora cue meñte? 


son solución: 


a. (4,0,3) e 14, Resuelve los siguientes sistemas: 
2 00 (1) 3x-y + 5z=2 (Mx + 3y -2z=4 
12. Clasifica según sus soluciones, utilizando el a.d (2) -7y+z=7 b.((0)3x+2y+z=7 
método de Gauss, los sistemas siguientes. A > ñ Da a dsd 
Resuelve los casos de compatibilidad a o 
M 3IXH2y+H+Z=33 15. Resuelve el siguiente sistema utilizando la no- 
a. Q)x+y+z=1 tación matricial del método de Gauss; 


(E) 2x-3y+z=-1 


b (1) x-2y + 2z=1 
| (Q)x+y-z=1 


(1) -X-2y +z=-1 
O 2x+ 3y-z=1 


(3) IX+FSy+9IzZ=6 


1 


(1) 2x + 4y -2z=-4 
(O)x+y-z=1 

(3) 3x + 3y - 3z = 3 
(4) 4x + 4y - 4z=4 
(5) 5x + 7y - 5z=-1 
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16. Averigua el precio del gel de baño, de la cre- 
ma de manos y del suavizante en el centro co- 
mercial donde compraron las siguientes cua- 
tro personas: 

e La primera pagó $ 7,65 por tres geles de 
baño, dos cremas de manos y un suavizante. 


e La segunda pagó $ 7,65 al comprar cuatro 
geles de baño y tres cremas de manos y de- 
volver un suavizante. 


e Ala tercera, que compró un gel de baño y 
devolvió una crema de manos y un suavizan- 
te, le devolvieron 95 centavos 


e La cuarta pagó $ 2,05 por comprar dos cre- 
mas de manos y un suavizante, y devolver un 
gel de baño. 


17. Una editorial puso a la venta tres libros de as- 
tronomía A, B y C. El libro A se vendió a $ 28, el 
Bas$30yelC a $ 25. Calcula cuántos ejem- 
plares se vendieron de cada uno de los tres 
libros, sabiendo que: 


e La editorial ingresó en total $ 4 280 000 
e Ellibro A se vendió tres veces más que el B. 


e Ellibro C se vendió como el A y el B juntos. 


Ed sistemas de inecuaciones 
lineales 


18. Considera el siguiente sistema de inecuaciones. 
(1) 3x - 2y< 5 
Q)x+y>-1 
Di si los siguientes puntos son solución del sistema: 
a. (0, 0) (5,0) 
b. (2, -1) a. (2,-2) 


19. Representa las soluciones de los siguientes siste- 
mas de ¡inecuaciones. 


(2 - 
a E x<3y-5 


(2) 3(x-2) < y 


pa 


Dx 


ra 5X =y 
O 


OSA! 


MM x>1 
“ ((0) 2G-3)+ <5y 
() 2x<y 


20. Maximiza la función f(x, y) = 2x+3y, dadas las 
siguientes restricciones. 


3x + 6y<24 
2x+y<10 


0<x 


0O<y 


21. Minimiza la función f(x, y) = Xx + y + 74 tenien- 
do en cuenta las restricciones siguientes. 


dA10-x3+(10-y)<15 
x+yS=15 
(<< LO 


0O<y<18 


22.Una empresa fabrica dos clases de tornillos, A 
y B. En la producción diaria, el número total de 
tornillos de ambas clases no supera las 3000 
unidades. Además, los tornillos de la clase B 
siempre alcanzan las 1000 unidades, pero su 
número es inferior al número de tornillos de la 
clase A más 1000 unidades. 


Si los tornillos de la clase A valen 5 centavos 
de dólar cada uno y los de la clase B valen 4 
centavos de dólar la unidad, calcula el costo 
máximo y el costo mínimo de la producción 
diaria, y di cuántos tornillos de cada clase de- 
ben fabricarse para alcanzar este máximo y 
este mínimo. 


23.Una tienda especializada en artículos depor- 
tivos solicita dos tipos de prendas ligeras, Ge- 
kko y Hayate. El fabricante dispone para su 
confección de 1,5 km de tejido natural y 1 km 
de tejido sintético. Ambos artículos se confec- 
cionan con 4 m de tejido, pero cada Gekko 
precisa un 50% de tejido natural, mientras que 
cada Hayate utiliza un 75% de tejido natural. 
Si el precio de venta del Gekko es de $ 100 y el 
del Hayate es de $ 80, ¿qué número de pren- 
das de cada tipo debe suministrar el fabrican- 
te a la tienda para conseguir que el importe 
de la venta sea máximo? 
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£Ú Para finalizar 


: ED Considera las siguientes matrices. 


5504 -3 7 2 
A=|-1 0 -2 8 C= 0 

7 1 -3 4 y 

5.04 -3 7 , 
Ba 0 (325) 

7 1 3 4 e: 

-5 7 15% 
Realiza, de ser posible, las siguientes ope- 
raciones. 


AB, BA, ABC, AC, CD, DA, BC + D, BAD 


De no ser posible, explica por qué. 


: 2D) Un comerciante ha vendido 600 panta- 


lones, por los que ha obtenido a cambio 
$ 37 440. La venta se ha realizado de la si- 
guiente forma: 


e Vendió algunos de los pantalones a $ 72 
la unidad 


e En las rebajas, vendió algunos de ellos 
con un 20% de descuento 


e El resto lo vendió en liquidación, con un 
descuento del 40% sobre el precio inicial. 


Sabiendo que en la temporada de reba- 
jas vendió la mitad que en los otros dos pe- 
ríodos juntos, calcula cuántos pantalones 
vendió durante la liquidación. 


E) Una empresa del sector de la alimentación 


produce tres tipos de bombones A, B y C, 
que vende a $ 0,3, $ 0,4 y $ 0,5 por unidad, 
respectivamente. Si la empresa quiere lan- 
zar al mercado una nueva caja de bom- 
bones variados que contenga diez unida- 
des y cueste $ 4,5, ¿cuántos bombones de 
cada clase debe colocar en la caja”? 


Q) Una sociedad limitada decide invertir un 


millón de dólares en bolsa. Compra accio- 
nes de la compañía Áurea, que rinden un 
7% anual, y de la compañía Argentia, que 
rinden un 4% anual. 


Los criterios de inversión de la compañía 
impiden invertir más de $ 600 000 en Áurea 
y menos de $ 40 000 en Argentia. Además, 
los socios deciden que la inversión en Áu- 
rea, aunque el interés sea mayor, no debe 
ser superior al doble de la inversión en Ar- 
gentia. 


Determina cómo debe repartir la sociedad 
el millón de dólares para obtener el máxi- 
mo beneficio. 


5 Clasifica y resuelve, si es posible, los siguien- 


tes sistemas: 


(1)4x - 6y =-28 (1) -2x - 4y =2 
a OS > 

Q)x+y+z=1 (2) -8x - 16y =1 

(MD) 2x+3y-2=15 (D2x - 5y + 12z=9 
b.((Q)2x-y+z=-3 A. ((Q)4x- y -2z=-2 


(B)x-y =0 (S)2x+4y + 10z=-11 


- AUTOEVALUACIÓN 


Reflexiona y autoevalúate en tu cuaderno: 


e Trabajo personal 


e Trabajo en equipo 


A 


1 ¿He respetado las opiniones 


de los demás? 


e Pide a tu profesor o profesora suger- 
encias para mejorar y escribelas. 
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Y SENTIDO CRÍTICO 


Teoría de grafos 


La teoría de grafos es una rama de la matemóá- 
tica que estudia problemas relacionados a un 
conjunto de puntos, y los caminos que los unen. 
La ciudad de Kóonigsberg (hoy llamada Kalinin- 
grado), en lo que hoy es Rusia, se encuentra 
atravesada por el rio Pregolya. La ciudad es fa- 
mosa por los siete puentes que unen ambos la- 
dos de la ciudad con dos de sus islas, como ves 
en la figura. 


En el siglo XVIII de entre los habitantes de la 
ciudad un problema con el cual se entretenían. 
El problema consistía en encontrar una ruta que 
pase por cada uno de los puentes una sola vez. 
El matemático Leonhard Euler resolvió el proble- 
ma en 1/36 haciendo uso de un grafo como el 
que ves en la figura. Él determinó que para po- 
der realizar un camino como el que se indica en 
el problema, los puntos intermedios del camino 
deben estar conectados por un número par de 
líneas. Como en el grafo, tres de los puntos tie- 
nen tres caminos de salida, y uno tiene cinco, el 
camino buscado es imposible, 


Mei, ¿En que otro 
=% M8 contexto Crees 
A que sería útil re- 
presentar el pro- 
blema como un 
grafo”? 


Derivadas e Integrales 


Cuadrados mágicos 


Un cuadrado mágico es un conjunto de núme- 
ros dispuesto de forma cuadrada, tal que al su- 
mar los números de una misma fila, columna o 
diagonal se obtenga siempre el mismo resulta- 
do, llamado el número mágico. 

Estas construcciones matemáticas son las pre- 
decesoras de las matrices, siendo el cuadrado 
mágico de Lo Shu el más antiguo conocido, 
que data del 2200 a. C. 

El pintor Alberto Durero grabó, en su obra Me- 
lancolía |, el cuadrado mágico que ves en la 
imagen, en el año 1514. ¡Incluso logró colocar el 
año en el cuadrado mágico! Mira si puedes en- 
contrar todas las formas de obtener el número 
mágico en este cuadrado. 


http://goo.gl/SefepN 


Ingeniero químico 


Para calcular la concentración de sustancias 
necesarias para que una reacción sea optima, 
los ingenieros químicos deben utilizar fórmulas 
que pueden ser muy simples o muy complejas. 
Las fórmulas más simples pueden ser resueltas 
a mano, pero cuando se necesita utilizar com- 
puestos con moléculas más grandes y comple- 
jas, por ejemplo en la industria farmacéutica, 
los químicos recurren a la programación lineal. 
Esta permite reducir el problema a uno más sim- 
ple y resolverlo mediante algoritmos de compu- 
tadora. 


coo...o 
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¿QUÉ PASA CON LAS BACTERIAS A MEDIDA QUE EL TIEMPO AVANZA? 
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Recordemos que: Función exponencial de base a es aquella que asigna a la variable 
independiente x el valor f (x ) = ax, donde a es un número real positivo diferente de 1. Nos 
preguntamos ¿Cuál es la utilidad de la función exponencial. 


La función exponencial resulta útil para modelar poblaciones en espacios cortos de tiem- 
po, pero no toma en cuenta el límite de crecimiento que la población encuentre en su 
medio ambiente, ya sea por tamaño, por la cantidad de alimento, etc. 
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Para modelos de poblaciones en largos intervalos de tiempo, se utiliza la curva logística, 
cuya derivada es de la forma: 


e 


UE ey 


donde P(t) es la población en un tiempo determinado t, y tanto k como a dependen del 
medio de la población. 


EOS 


Si empezamos con una muestra de 50 bacterias en una caja Petri cerrada, y sa- 
bemos que las bacterias se reproducen siguiendo el modelo dado por la función 


_ (4,319892 X 10% 0,54t 
(39999 zp e054t)2 


Pt) 
1. Encuentra los valores de S, k y r 
2. Encuentra la función P(t). 


3. ¿En cuánto tiempo llegará la población a 1000 bacterias? ¿En cuánto tiempo 
a 20000? ¿Ya 1 000 000? 


4. Con ayuda de una calculadora, grafica la función en los primeros 50 días (inten- 
ta ver hasta donde sube la función). ¿Qué pasa conforme el tiempo avanza? 


5. Calcula lim P(t). ¿Qué puedes decir acerca de L en la curva logística? 


X>-+00 


c 
yO, 
O 
O 
=) 
Lo) 
o 
o 
0 
D) 
(99) 
O 
O 
10) 
E 
o) 
a 


Un alto en el Camino 


CO) Calcula todos los valores positivos de x que cumplan la siguiente ecuación. 


[Ep 
E a E 


e 


Demuestra que no se cumple para ningún valor de x. 
Z 
IN: > 0 


(O) Considera una función diferenciable f para valores de x positivos, tal quef"(x)=(4-x) x” 
para x > 0. 


a. Encuentra la coordenada en x para el valor crítico de f. Determina si es un máximo rela- 
tivo, un mínimo relativo o ninguno. 


b. Encuentra los intervalos para los cuales f es cóncava 


Cc. Dado quef (1) = 2, determina la función f(x) 


(3) Encuentra el polinomio de la forma y = ax*+ bx + c que pasa por los puntos: 


(-1,16), (1,10) y (2,44). 


4) Representa las soluciones de las siguientes inecuaciones: 
2X - 3-2x+ 
y E y 
4. 5 
Xx - 6y 


< Zy-5 


a 


a x-5(y -2)<3(3y - 1) 
3 


Xx -1 
SS. XT OZ 3) A 


- ; 2x-3 5x - 1 3X 
E | 8 2 4 
y , 3(x- 1) SE 

3 | 2 2 


O) Considera el siguiente sistema de ecuaciones: 
ax - y +Z 
x+2ay-az=y 
x+ay-z=0 

a. ¿Para qué valores de a dicho sistema tiene solución no nula? 
bp. Determina las soluciones del sistema para dichos valores de a. 

6) Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

a. Sila segunda derivada de una función es positiva, decimos que la función es cóncava. 

b. Para que una función sea continua, basta con que el límite exista. 

c. Para poder sumar dos matrices, sus dimensiones deben ser iguales. 

a. La derivada de la velocidad en función del tiempo es el desplazamiento. 

e. Si f” (x) = 0, decimos que x, es un punto crítico de f. 

f. La derivada de cos x es sen x. 

9. Para calcular el área bajo una curva, debemos calcular su integral definida. 

h. La matriz identidad es una matriz triangular superior. 


. La derivada de a es In x. 


QDD Selecciona la opción correcta. 
a. Si una función es continua en un intervalo [a, b): 
e  fescontinua por la izquierda en x = b 
e  fescontinua por la derecha en x =a 
e  fescontinua por la izquierda en x = a 
e  fescontinua por la derecha en x = b 


b. La derivada de cotx es: 


L 1 1 
e.» _———_—_—_—_— o —- y 
COS? X COS X sen? x 


. - tan X . 


c. Un sistema de ecuaciones indeterminado: 
e Tiene una solución. 
e  Notiene solución. 
e Tiene infinitas soluciones. 


e Tiene un número finito de soluciones. 
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Vectores en el espacio 


CONTENIDOS: 


Vectores 6. Producto vectorial 

1.1. Equipolencia de vectores 6.1. Definición 

1.2, Vectores libres 6.2. Propiedades 
Operaciones con vectores 6.3. Expresión analítica 


2.1. Adición de vectores 6.4. Aplicaciones 
2.2, Multiplicación por un número real . Producto mixto 
El espacio vectorial R* 7.1. Definición 
Componentes 7.2. Propiedades del producto mixto 
4.1. Operaciones con componentes 7.3. Interpretación geométrica 
4.2, Componentes de un vector determinado por dos 7.4. Expresión analítica 
puntos 7.5. Aplicaciones del producto mixto 
4.3. Punto medio de un segmento 
Producto escalar 
5.1. Definición 
5.2. Propiedades del producto escalar 
5.3. Expresión analítica del producto escalar 


5.4. Aplicaciones 


Libro: 


Planilandia: Una novela de muchas 
dimensiones es una novela corta escrita por 
Edwin Abbott en 1884, En esta obra se realiza 
una sátira de la jerarquía social haciendo uso 
de un mundo y figuras en dos dimensiones. 
¿Conoces alguna otra obra que se desarrolle 
en dos dimensiones? 


Para localizar un objeto en el espacio, es ne- 
cesario situarlo en un sistema de referencia. 
De igual manera que con wvel plano, los 
vectores de tres dimensiones constituyen un 
recurso para posicionar objetos en el espoa- 
clOl 

Un satélite es cualquier objeto que orbita 
alrededor de otro, que se denomina prin- 
cipal. Los satélites artificiales son naves es- 
paciales fabricadas en la Tierra y enviadas 
en un vehículo de lanzamiento, un tipo de 
cohete que envía una carga útil al espa- 
cio exterior. Los satélites artificiales pueden 
orbitar alrededor de lunas, cometas, aste- 
roides, planetas, estrellas o incluso galaxias. 
Tras su vida útil, los satélites artificiales pue- 
den quedar orbitando como basura espa- 
cial. Estos artefactos son muy Útiles para 
el hombre moderno, son los protagonistas 
principales de las comunicaciones en el 
mundo; gracias a ellos, recibimos señales 
de televisión, de radio y teléfono, o tenemos 
información valiosa del clima, de nuestro 
medio ambiente y del espacio. 

Salas, Leslie. (2011.10.25). Los satélites espaciales. 
El espacio sideral. Extraído el 1 de septiembre 
de 2015 desde la página web: http://leslie-salas. 
blogspot.com. 


http://goo.gl/BALeEns 
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|. VECTORES 


Existen magnitudes, como la temperatura, el tiempo o la masa, 
Dos vectores fijos no nulos que quedan determinadas completamente por un número: son 


tienen la misma dirección las magnitudes escalares. 
si están sobre la misma rec- 


ta o sobre rectas paralelas. En cambio, otras, como la velocidad o la fuerza, necesitan, ade- 
más, de una dirección y un sentido para quedar completamente 
determinadas: son las magnitudes vectoriales. 


A estas las representamos matemáticamente mediante vectores. 


Vectores fijos 


Dos vectores fijos no nulos 
con la misma dirección y 


que no están sobre la mis- 
ma recta tienen el mismo 
sentido cuando sus ex- 
tremos están en el mismo Así pues, todo vector fijo posee una dirección, una magnitud 
semiplano de los dos que y un sentido. 

determina la recta que A 

pasa por sus orígenes. e La dirección del vector AB es la de la recta que pasa por A y B. 


e La magnitud o módulo del vector AB es la magnitud del seg- 
mento AB. Representamos con |AB|. 


e El sentido del vector (AB) es el que se define sobre la recta 
cuando nos trasladamos de A a B. 


1.1. Equipolencia de vectores 


Los vectores representados en la figura 1 tienen la misma dirección, 


y / A / el mismo módulo y el mismo sentido. Diremos que son equipolentes. 
» u 

AB 
ae (AB) 


Analiza que dado cualquier vector AB y cualquier punto C, 
existe un único vector con origen en C y equipolente a AB, y 
un único vector con extremo en C y equipolente a AB . 


NM Fig. 1. 


1.2. Vectores libres 


La relación de equipolencia permite clasificar el conjunto de vectores fijos del espacio en coleccio- 
nes de vectores, cada una de las cuales estará formada por todos los vectores fijos equipolentes a 
uno dado. Cada colección constituye un vector libre. 


Cada uno de los vectores fijos que componen un vector libre es un representante de este vector. 


Dirección, módulo y sentido de un vector libre 


Puesto que un vector libre está formado por vectores fijos equipolentes y éstos tienen todos la misma 
dirección, el mismo módulo y el mismo sentido, podemos hablar de la dirección, el módulo y el sen- 
tido de un vector libre, 
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2. OPERACIONES CON VECTORES 


En el conjunto de vectores en el espacio, que llamaremos 
IR*, definimos dos operaciones. 


2.1. Adición de vectores 


Llamamos suma de los vectores ú y v, y lo representamos 
por u + v, al vector que obtenemos del siguiente modo: 


e Tomamos los vectores ú y v de manera que el origen de 
v coincida con el extremo de u. 


e Trazamos el vector cuyo origen es el de úu y cuyo extremo 
es el de v. 


—> 
E Ú 
— 
V — —> 
Ú+vV 


Propiedades 


e Asociativa: (U+V)+wW=U+(V+w) 


— 
V 


e Conmutativa: U + V=vV+ú 

e Elemento neutro: Es el vector nulo que representamos por O. 
ú+0=0+ú=ú 

e Elemento opuesto: Todo vector u tiene un elemento 


opuesto, -u , que es el vector de la misma dirección y el 
mismo módulo, pero de sentido opuesto. 


u+ (u)=(ú4)+u=0 
La existencia de elemento opuesto para la suma de vecto- 
res permite restar vectores. Así, dados dos vectores, U y V, 


para obtener ú - Y basta con construir el vector -Y y sumár- 
selo a ú, tal y como indicamos en la figura 2. 


Observa en la figura 3 que, si colocamos u y v, con origen 
común y completamos un paralelogramo, obtenemos fácil- 
mente los vectores úU + v y Ú - v. A este método para sumar 
dos vectores lo conocemos como regla del paralelogramo. 


H G 
1. En el cubo de la figura 2 
hay representados 10 E 


vectores fijos diferentes. 


Agrúpalos en conjuntos 
de vectores equipolentes. eS id 


B 


2. ¿Cuántos vectores fijos distintos y cuántos vec- 
tores libres determinan los cuatro vértices de 
un rectángulo? 


un tetraedro? 


Ag NI O O O IÓ O O IO TO ÓN DO DO DO O PO TO TO TO TU TUE == == 


¿Cuántos vectores li- 
bres lo determinan? 


A, ¿Cuántos vectores fijos distintos y cuántos vec- 
tores libres determinan los cuatro vértices de 


El conjunto de los vectores 
libres del espacio, R*, con la 
operación de la adición es 
un grupo conmutativo. Ade- 
más, el producto de vectores 


por un número real cumple 
las propiedades P,,P,,P. y P,. 
Decimos, entonces, que el 
conjunto IR es un espacio 
vectorial sobre el cuerpo de 
los números reales. 


Sy 


M Fig. 2. 


M Fig. 3. 


3. Escribe los 36 vectores D E 
fijos distintos que de- Pr 
terminan los seis vérti- * 
ces del prisma triangu- 
lar de la figura. 


C 
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2.2. Multiplicación por un número real 


Es posible multiplicar un vector por un número real k € R, al 
Como, (u + v) + w=u-+(u+ que llamamos un escalar para diferenciarlo de un vector. En 
eno AUCSSiVA Sole efecto, al multiplicar el vector ú por el escalar 2, obtenemos 
mos simplemente u + v + w. 2 E l E 

el vector 2u que es igual a u + u . Este vector tiene la misma 
dirección y sentido que u pero es el doble de largo. 


En general llamamos producto de un escalar k por un vec- 
tor u, y lo representamos por ku, al vector libre que tiene: 


Y TAMBIÉN: 14 


e La misma dirección que ú. 


* El módulo de u multiplicado por el valor absoluto de k. 


* Elsentido de u, sik es positivo, U opuesto a u, sik es negativo. 


14 Es TT 37-38 


Propiedades Vk, k,, k, € R MU, V vectores se cumple que: 


E 
O 
[0] 
Y 
ul 
< 
=> 
¡o) 
O 
(0) 
[0) 
— 
— 
o 
E 
E 


James Joseph Sylvester e Distributiva vectorial: k(U + V) = ku + kv 

Nació el 3 de septiembre de Ñ Ñ Ñ 
1814 en Londres, Inglaterra. e Distributiva respecto a la suma escalar: (k +k,_)u=k, u+k,u 
Realizó los estudios primarios eS y ES 
en Londres y los secundarios, + Asociativa respecto al producto escalar: k, (k, u) = (k, k, Ju 
en el Instituto Real en Liver- e Escalar neutro: 1ú = ú 


pod. En 1833, ingresó a la 

Universidad St John en Cam- 

bridge. 

Melo echo oa ome o A RA A A E E 
sor en las universidades de Sea el paralelepipedo ABCDEFGH y los vectores u y v de la figura, 
Londres, Baltimore y Oxford. efectúa las siguientes operaciones: 

En o rel od o Es H G 

go A. Cayley, estableció la a UPV IS 
teoría de las invariantes al- 2 2 E] 

gebraicas y la de los determi- 1 

nantes. Descubrió un método 2 
para eliminar una incógnita 

entre dos ecuaciones y creó AS 
un importante vocabulario A B 
matemático. Fue además e 
tundadOr del American Jar 
nal of Mathematics. 


== ¡WU == Ue == UU 2 UR UR] UA 2 RÁ A RU 2 
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E Fig. 4. E Fig. 5. EM Fig. 6. 


A A A A A AA A A AA AA AA AA AA A A A A A A A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AA 


a. Sea P el centro de la cara ABCD y R el centro del paralelepípe- 


do, tomamos AP como el vector AÑ y PR como el vector o 2 
Entonces: = 
La. LA AA AS e 

y U+=7 V=AP+PR=AR 5 

iS 

E 


Podemos comprobar que, sitomamos otros vectores para represen- 
> > : a ——» 5 : 
taru y v, el resultado siempre es equipolente a AR, Asi, por ejemplo, 
——>Y< es el 
si S es el punto medio de la arista CG y tomamos PC”- como represen- 


tante de AÑ y CS como representante de SY. tenemos: 


Hamilton, William Rowan 
(1805 -1865). 

Matemático irlandés, nacido 
en Dublín en el año 1805. Des- 
cubrió y desarrolló la teoría 
de los cuaternios. Fue un niño 
prodigio en muy diversas 
áreas de las letras y las cien- 
cias. A muy temprana edad, 
apenas había cumplido los 
trece años, dominaba más 
de una docena de idiomas, 
y varios años antes había 
mostrado ya interés por la li- 
teratura matemática clásica, 
por los estudios de Newton y 
Laplace, entre otros. Ingresó 
en el Trinity College de Du- 
blín y obtuvo la calificación 
máxima en griego y en física 
matemática. 

Un cuaternio es un número 
de la forma ae + bi + cj + dk, 
con a,b,c,d números reales. 
Los números complejos se 
han construido a partir de un 
espacio vectorial de dos di- 
mensiones. Sin embargo, los 
cuaternios pertenecen a un 
espacio vectorial de cuatro 
dimensiones reales. 


1 S 1 > — —=> _—=> 

y U += V=PC+CS= PS 
Pero PS es equipolente a AR. Entonces, vemos que el resultado no 
depende de los vectores representantes escogidos. 


b. Sea P el centro de la cara ABCD y Q el centro de la cara EFGH, 


pi 1 A 
tomamos EQ como el vector 0 y QP como representante del 


Ed ' 
vector opuesto de v, con origen en el extremo de EQ . Entonces: 


—— _—— .<€—.—. —> 


5. En el prisma de la figura, u = [AB], v = [AD] y w = [AE]. Halla en 
forma gráfica: 


| 

| 

| 

| 

| c 
| 0 
| > > > > ud > ] > O 
| a. U+w d. V-w O. A 3 
| Ad 
| ¡SN 
| > 1 > > 1 > 1 > Ls > S 
| Dr: VW e: Us =W UE YY 2 
Z 2 Z Z o 
| > 1 Ls 1 Ñ 
| C. U+V+W ff U+v-w | E E 2 
] 2 Z 2 


3. EL ESPACIO VECTORIAL [R* 


Sabemos ya que, para ubicar un punto en el plano, necesi- 
tamos un par ordenado (a, b) para representarlo, donde a es 
la coordenada en el eje x, y b es la coordenada en el eje y. 
Por este motivo decimos que un plano tiene dos dimensiones. 


Para ubicar un punto en el espacio, necesitamos tres núme- 

el ros. Á cualquier punto en el espacio lo representamos me- 

diante una terna ordenada (a, b, c) de números reales. Para 

representar puntos en el espacio, escogemos un punto fijo 

O al que llamamos el origen, y pasamos tres líneas perpen- 

O diculares entre sí, a las que llamamos los ejes coordenados. 

Estos son el eje x, el eje y y el eje z. Usualmente pensamos en 

» losejesxe y como los ejes horizontales y el eje z como el eje 
X vertical, como muestra la figura. 


Los tres ejes coordenados, a su vez, forman tres planos coor- 
denados. El plano xy es el plano que contiene los ejes x e y. 
El plano yz contiene los ejes y y z, y el plano xz contiene los 
ejes Xx y Z. 


M Fig. 7 


Para visualizarlo mejor, podemos observar una esquina in- 
ferior de cualquier habitación. La pared a tu izquierda es el 
plano xz, la pared a tu derecha es el plano yz, y el piso es el 
plano xy. 


Ahora, si P es un punto cualquiera en el espacio, a es la 
distancia perpendicular desde el plano yz al punto P, b la 
distancia perpendicular desde el plano xz hasta P, y c la 
distancia perpendicular desde el plano xy hasta P. Repre- 
sentamos P por la terna ordenada (a, b, c) de números rea- 
les, y llamamos coordenadas de P a a, b y c. Para ubicar el 
punto (a,b,c) empezamos en el origen O y nos movemos a 
unidades por el eje x, después b unidades paralelo al eje y, 
y finalmente, c unidades paralelo al eje z, como en la figura. 


Dado que a todo punto en el espacio lo podemos represen- 
tar por ternas ordenadas de números reales, denotamos al 
espacio tridimensional por ¡RY. 


6. Ubica en el espacio los siguientes puntos. 


a. (-5;3;1) 


| 

| 

| 

| 

¡ 

ip BABA 
 0.(752;0) 
| 
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4. COMPONENTES 


Dado un punto P, podemos definir su posición mediante un 
vector OP que tiene como origen el punto O y como extremo 
el punto P. Llamamos a este vector el vector posición de P. 


Lo denotamos con p . 


Si el punto P tiene coordenadas (a, b, c), podemos determi- 
nar el vector posición p utilizando la posición de P de la si- 


guiente manera: 


p = (a, b, c) 


Llamamos a estas coordenadas los componentes del vector p. 


Las coordenadas de un punto P (a, b, c) en el espacio son 


las componentes del vector de posición de P. 


Ahora, podemos definir vectores únicos basados en sus com- 
ponentes. Por ejemplo, definimos los siguientes vectores: 


i=(1;0;0) j=(0;1;0) 


Llamamos a los vectores i, j yk los vectores base de IR*, 
pues apuntan en la dirección positiva de los ejes X, Y y Z. 


M Fig. 9. 


k = (0; 0; 1) 


https://goo.gl/4VÍNZx 


Josiah Willard Gibbs 


Físico estadounidense (1839- 
1903). 

Fue profesor de Física en la 
Universidad de Yale. 

En 1881 apareció su Vector 
Analysis, obra en la que des- 
ligó la parte vectorial de la 
parte escalar en los cuater- 
niones de Hamilton. 

Este trabajo, pensado en 
principio como un pequeño 
escrito de difusión académi- 
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4.1. Operaciones con componentes 


Veamos qué sucede con las componentes de los vectores 
cuando los sumamos o multiplicamos por un escalar. 


Los componentes de los vectores u y ven R|Las componentes del vector uen Ri es 
son u = (u,; U,; U,) y v= (v,; V,; v,) respectiva- 
mente. 


u = CU u,). 


Expresamos la multiplicación del vector u 
por un escalar real k, ku : 


ku = (ku,; ku,; ku,) 


Expresamos la suma de los vectores u + v 
como la suma entre cada componente: 


> > 
u + v= a As 1-1.) 


M Tabla 1. 


SS a a e e a ll e e 


Los componentes de los vectores u y v sonu=(2,1,5)yv=(-1,0, | 


3 ). Hallemos las componentes de u +v, 5u y 3u - 4v 
L u+vV=(Q0;1:5)+(1:0:3)=Q+(1D;1+0;5+3)=(1;1;8) 
2. 54=5:0:15)=(5:2,5-1:5:5)=(10;5:25) 


34 - 4V=3 (2; 1; 5) -4 (-1; 0;3) =(6; 3; 15) + (4; 0; -12) =(6+4; 
3 +0; 15 - 12) = (10; 3; 3) 


o IS F 4.2. Combinación lineal de vectores 
Si combinamos las operaciones de adición y multiplicación 
por un número real, podemos expresar el vector u de la figu- 
ra 4 de la siguiente manera: 
u=2x + 2y + 1z 


B Decimos entonces que el vector u es combinación lineal 
> de los vectores x, y y Z. 


M Fig. 11. 


7, Comprueba que, realizando una suma median- 10.Las componentes de u, v y w en una cierta 
| te el método del paralelogramo, obtienes los mis- base de R?son ú= (2,0, -1),V= (-3, 1,2) 
( mos resultados que en el ejemplo. y W = (4, -2, 7). Halla, en esa misma base, 

c >» > > , 

S | 8,Seanu=(1,-1,2),V=(-1,3,-4), =(5,2,-1) y OMPI EsOS 

E 3 =(-6,3,- 5). Encuentra los números reales a, b y as 

o '— ctalques=au + bv+ cw. ada OY 

= | > > > 

a | 9. Las componentes de U, Y, w y s en una cierta O. U + V- w 

3 base de V, son: U= (1, 2,3), v= (-4, 1, 7), w= (0, 0 ga - 

5 | -2,-5) y s = (-2, -1, -2). Expresa s como combina- 3 

a. > > 


1. ' > 
sv. Ción lineal de u, v y w. | 


4.2. Componentes de un vector determinado por 
dos puntos 


Ahora veremos cómo determinar un vector PQ a partir de 
las coordenadas de P y Q. 


Observa la figura. 

OB +PQ- 003 p+PQ=d 

PQ=4-$ 

SP =TP PP) Y Q=(945 4.) teNSMOS: 
PQ =d- $ = (9, 9) 0) - (Py, Po Pa) 


PQ = (9,- Py 4, 7 P, 0,” Pa) 2 Fo. 12. 
4.3. Punto medio de un segmento 
Consideremos un segmento en el espacio, de extremos A = (a,,a,,a,) y B = (b,,b,,b.). 
Si M = (m,, m,, m,) es su punto medio, se cumple que: 
AB=2AM 


Si calculamos las componentes de AB y AM, sustituimos en la igualdad anterior e i¡gualamos 
componentes, tenemos: 


(Dd) 0 cds b, 2.) =2(M,.=4, 1, “a. m7 a,) 
bea. =2(m, +2.) 
Bs: d == 2d.) 
b.- a, = 2(m, - a,) 


Si operamos y despejamos m,. m, y m,, obtenemos: 


o e al a ll el ll ir a e a e ll 


Hallemos las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A = (1, 5, - 3) y B= (1, 3, -1). 
Aplicamos las fórmulas correspondientes y obtenemos: 


Ejemplo 4 


al 
141 a 


11.Dados los puntos A = (7, 2, -1) y B = (1, 6, -3), determina las componentes del vector AB, 
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| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| — 

¡ 12. Responde: ¿Cuál será el extremo del vector AB si colocamos su origen en el punto C = (3, 4, -5)? 
| 


5. PRODUCTO ESCALAR 


5.1. Definición 


El conjunto de los vectores 
| | El producto escalar o producto punto, que ya conocemos 
libres del espacio se denota 


por V., para los vectores libres del plano, puede definirse de igual 
manera para los vectores libres del espacio. 


Llamamos producto escalar de dos vectores u y v de RY, u - v 
al número real definido de la siguiente forma: 


Siú =(u,, u,, U,) y V= (V,, V,, V,) > 


U- V= (uv, + Uv, + u,v,) 


SL ful |v] cos (u, v) siu y vson no nulos 
uU=*=Y= Ss 
0 siu o vson el vector nulo 
El producto escalar de dos siendo (u, v) el menor de los ángulos que forman las semi- 
vectores es un número real, rrectas que contienen a los vectores u y v. 
puesto que Jul, |v] y cos (u, v) | o 
son números reales. Como consecuencia de la definición, tenemos: 


* El signo de ú - v depende únicamente del signo de cos 
(u, vV), puesto que Jú |> 0 y |v |> 0. 


> > 


Si 09 < (ú, v)< 902 cos(U, v)>0=>U-v>0. 


Los vectores de módulo 1 se a , ss y is 
llaman unitarios. Si (4, v)= 90 cos(u,v)=0=>u:v=0. 


Si90"< (5, Y)< 1802  cos(úvV)<0O=>Uu-v<0. 


e En particular, vemos que, si son perpendiculares (u ortogonales), su producto escalar es 
0, y viceversa, puesto que cos 90" = 0, 


u - u = Ju] jul] cos 0? = ul? 


5.2. Propiedades del producto escalar 


=>o 


e Siu=v, entonces: 


> 


El producto escalar de dos vectores libres del espacio cumple las siguientes propiedades. 


lLú-v=v.u > Leyconmutativa 
0 


Prohibida su reproducción 


5.3. Expresión analítica del producto escalar 


Sean u = (u,, u,, U,) y v = (v,, v,, v,), es decir: Demostración de la propie- 
dad PE.3 del producto escalar 
La interpretación geométrica 
del producto escalar permite 
demostrar fácilmente la pro- 
piedad PES. 

Supongamos que u, v y w es- 
tán situados como se indica 
en la figura (se haría análo- 


+1 e ik amente en cualquier otro 
AA A EA eS ñ 


U=u ¡+Uuj+uk;v=v, + v,) E VoK 
Aplicando las propiedades del producto escalar, tenemos: 
uu: v= (w¡+u, j+u,k) . (vi +v, j+v,k)= 


es > > Sk 
IN A PS 


+uv, k:i+uv,k-j+uv,k-k 


<i 
+ 
El 


Dado que i,j y k son perpendiculares entre ellos: 


SS > 


¡-¡=j-1=0,i-k=k-1=0,j-k=k-j=0 


1 A O A E 


Proy W Proy (aw) u 


Proy 5 Y 
NM Fig. 14. 

Se cumple: 

U:V+u:w= 

= lu] |Proy,v| + Ju] [Proy w| = 


= |u| |Proy..v] + |u] |Proy; w]| = 


Las componentes de Y y v son U = (3, -2, 0) y v= (3,-2,0). Calcule- 


ii = Jul |Proy¿ (Y +w)| = 


l 
| 
| 
| > > > 
Aplicamos la expresión analítica del producto escalar: | =U*(V+w) 
| 
| 
| 
| 


ú-v=(3,-2,0)-(2,1,-4) =3-2+ (-2):1+0- (4) =6-2-0=4 
Módulo de un vector y ángulo entre dos vectores 


La expresión analítica del producto escalar permite obtener el módulo de un vector y el co- 
seno del ángulo entre dos vectores en función de sus componentes. 


Sean u = (u,, u,, u,) y v= (v,, v,, v,). Entonces: 
Júl =vVú-ú= y (u,, u,, u,) : (u,, u,, u,) [v] =VV + v= y (v,, v,, v,) * (v,, v,, v,) 


Por otro lado: 


ú-Y= úl [v]-cos (4, v) > cos (u,v)= Y 
u 


Si ahora sustituimos ú - v Ju] y |v| por su expresión analítica, 
obtenemos: 
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Los componentes de u y v sonú= (2, 2, 1) y v =(-3, -4, 0). Calculemos: 


a. u-v b. Jul c. |v] d. cos (ú, v) 


Aplicamos la expresión analítica del producto escalar: 


NO 
Le 
o 
= 
q 
LU 


9.U*V=u vV,+ UV, + Uv, =2* (-3)+ 2: -4)+1:0=-14 


Cc. lvl =Vv + v4.2 =V(6-3).+ (4)? + 0? =V25=5 


UV. + UV, 0. _ 283) .2 (64) 410 ¿TA 


REE AA o BR 


LS 
d, COS (ú, V) = 


l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
> | 
b. Jul =Vu,2+ u, + u,? =vV2*4+ 224 1? =49=3 | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


A A A A o ir 


—————— ————— — — — A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A 


Hallemos un vector perpendicular a ú = (2, -2, -1) y de módulo 1. 
Sea v = (a, b, c) un vector perpendicular a u. Debe cumplirse que: 


u:v=009(Q-2,-D):(ab,0)=0=2a-2b-c=0 


Así, cualquier terna de números a, b, e que cumpla la ecuación Za - 2b - c= 0 es solución a 
nuestro problema. En particular, si c = 0 y b = 1, tenemos: 


2a-2:-1-0=0s5a=1 


7 > 
Calculemos el módulo de v : 


Iv =V12+ 124 0? =vV2 


e 1 >, e 
Si multiplicamos el vector v por E obtendremos otro vector v' de su misma dirección y de 
módulo 1. Así, un vector perpendicular a u y de módulo 1 es: 


, 


v=(- 1 ) o (E 23 
2 2 


v2 v2 
1 > " " 1 " > e 
val” u es un vector con la misma dirección y sentido que úu, con módulo 1. Llamamos 
a este vector el vector unitario de ú. 


l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
5d | 
Entonces v = (1,1,0) es un vector perpendicular a u. | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
El vector 1 
| 

| 


13. Sean los vectores u = (1; -1;7), y= (-2; 0; 5) y W= (3; -3; 2). Determina: 
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| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
( 


a. 2u-(V+w) b.u- (w-u) c. (U-v)- (u-w) a. |3u - 2v] 


22. A A A Az. ._«<-—— AAA A. HA AA 


Ejemplo 8 


ON 
E 
o 
= 
A 
LU 


5.4. Aplicaciones 


El producto escalar es una herramienta muy Útil para resol- 
ver problemas en diferentes campos del conocimiento cien- 


tífico y técnico. Veamos algunos ejemplos. 
Geometría 


Al producto escalar lo empleamos en geometría para de- 
mostrar diversos teoremas. 


A > E 


Utilicemos el producto escalar para demostrar que en cualquier 
triángulo rectángulo, el cuadrado de la hipotenusa coincide con la 
suma de los cuadrados de los catetos (teorema de Pitágoras). 

Sea ABC el triángulo rectángulo de la figura, recto en A. 


l 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

B 

Hemos de ver que a? = b? + c?. | 

| 

| 

Consideramos ú =CA,v=AB y w= CB a | 

—> | 

w Y »C | 

Así: | 

> > >» > > > > | 

af = |wl|? = w : w= (u + v) : (uU + v) = | 

> > 

. . . . C : ñ A | 
—_—_Y 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


+ 


> > > > 
= jul? + 2u : v + |vl? = b 
> > > > ; 
Pero u : v= 0, puesto que u y v son perpendiculares. Luego: 
> > 
a“= jur tlv*=b*+E0* 


A 


KE ARA ARA A A ARA A A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A 


Utilicemos el producto escalar para demostrar que cualquier ángulo 
inscrito en una semicircunferencia es recto (teorema que suele artri- 
buirse a Tales de Mileto). 

Sea P un punto cualquiera situado en la semicircunferencia de cen- 
tro O y radio r de la figura. Comprobemos que los vectores u =PA y 
v = PB son perpendiculares, es decir, u - v=0. 


— ——> y ——> 


Consideramos x = [OA], y = [0B] y z = [OP]: 


== AS SA SOS E VS SS EN SS SS SS ES SS ES SS ES) SR SA Ai NR 


Tales de Mileto 

Matemático y filósofo griego 
(aprox. 624 a. C.- 548 a. C.). 
Considerado el fundador 
de las matemáticas griegas, 
y uno de los siete sabios de 
Grecia, la tradición le atri- 
buye el descubrimiento de 
algunos teoremas geométri- 
cos, así como la previsión del 
eclipse solar del año 585 a. C. 
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O 
9 
o. 
= 
0 
Lu 
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Física 
En física es frecuente el uso de magnitudes vectoriales que determinamos mediante un mó- 
daulo, una dirección y un sentido, como la velocidad, la aceleración, la fuerza... 


Existen también conceptos en cuya definición interviene el producto escalar. Así, al trabajo, W, 
realizado por una fuerza F ejercida sobre un objeto que se desplaza desde un punto A hasta 
un punto B lo definimos como el producto escalar de la fuerza por el vector desplazamiento: 


W=F-.AB 


Un cuerpo se desplaza desde un punto A = (2, -1, 3) hasta un punto B = (4, 1, -2). Calculemos el trabajo 
realizado por una fuerza F = (1, 7, 2) que se ejerce sobre dicho cuerpo (todas las unidades están expre- 
sadas en el sistema internacional). 

Calculamos el vector desplazamiento: 


l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
V 
AB=(4-2; 1-(-1);-2-3)=(2,2,-5) | 
| 
| 
Por tanto, el trabajo realizado es: ¡ 

| 

| 

| 


E A E A A NN 


A A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A o 


Observa: ¿cómo varía el trabajo que realiza una fuerza que actúa sobre un cuerpo en fun- 
ción del ángulo a que forma dicha fuerza con la dirección del desplazamiento del cuerpo. 


W=|F | -|AB| cos a > 0 W =I|F|-1ABI cos 90” = W=I|F|-|AB| cos a. < 0 
=|F 1 + lAB|-0%=0 
El trabajo es positivo y se llama motor, |El trabajo es nulo. Una | El trabajo es negativo y 
porque favorece el movimiento del cuer- | fuerza perpendicular | se llama resistente, por- 
po. Cuando a = 0, el trabajo toma su|al desplazamiento no | que se opone al movi- 
valor máximo: realiza trabajo. miento del cuerpo. 


W=j|F|- ¡AB| cos 0%= |F | |AB| 


NM Tabla 2. 


14. Utiliza el producto escalar para demostrar el teorema 15, Un cuerpo se desplaza desde un punto A = (3; 2; 1) 
del coseno. 


| 

| 

| B_ a2=b?+e-2bccosa hasta otro punto B = 5 1; 0). Halla el trabajo 

| realizado por una fuerza F = (8, 4, 2) que se ejer- 

| 

| a C ce sobre dicho cuerpo (en unidades Sl). 

| | 
| | 
| 

UG b A | 


6. PRODUCTO VECTORIAL 


6.1. Definición 


El producto vectorial, o producto cruz, es una operación defi- 
nida en ¡R* que asocia a un par de vectores otro vector en ¡R?, 


Llamamos producto vectorial de dos vectores u y v de IR* 
ú x v, al vector de RR? que definimos de la siguiente forma: 


e Siu y v son no nulos: 
Módulo: |ú x v|=|ú||v]sen (ú, v) 
Dirección: perpendicular tanto a 4 como a v. 
sentido: siguiendo la ley de la mano derecha. 
*5u=0017=0 1017 =0, 


Observa que siú y v son paralelos, ú x V= 0 pues sen(u, v)=0. 


6.2. Propiedades 

El producto vectorial cumple las siguientes propiedades: 
l. úxv=-(vxú) 

2 úxú=0 

3. UX(V+wW)=(U4Xxv)+(uxw) 

4. k(ú xv) = (ku) xv=u x (kv) conke R 

6.3. Expresión analítica 


Considera que, de acuerdo a la definición, 


iíxi=0 ¡xj=0 kxk=0 
ixj=k ¡xk=i kxi=j 
jxi=-k kx]=-i ixk=3 


> > 


Sean u = ui+ u, ¡+ u,k yv=v,1+ v,j + v.k. 

Aplicando las propiedades del producto vectorial: 

uXxv= (ui+ u, j+ uk) (v,i+ v, j+ v,k)= 

=U, v, (Gx ¡) FU Ve (ix j) FUE (Gx k)+ 

Vs (xi) 0 Ve (xj) A (xk) o 

UY (kx i) + UV (kxj) UY (kx k) 

Como i j y k son perpendiculares entre ellos, y de módulo 1: 


> 


$. a > > > > ? 
U*V=Uu, V,k-u, v.j-u, v,k+u, v.¡ + u, v, j - u, v,i = 


(1-1 Y )J1=(0,1-0,1,)1/+(1,V=0, Y, JK 


La regla de la mano derecha 
dicta que, si u y v se represen- 
tan mediante segmentos con 
el mismo origen, al alinear tus 
dedos de la mano derecha 
con el vector u, y cerrarlos 
hacia el vector v , tu pulgar 
apuntará en la dirección del 
vector U X Y. 


> 


> 
Los vectores ortonormales i, j 
y k verifican las siguientes re- 
laciones: 
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Podemos calcular el área de 
cualquier polígono descom- 
poniéndolo en triángulos. 


El área del polígono será la 
suma de las áreas de todos 
los triángulos. 


6.4. Aplicaciones 


También el producto vectorial resulta de gran utilidad para 
resolver problemas en diferentes campos del conocimiento 
científico y técnico. Veamos algunos ejemplos. 


Aplicaciones en geometría 


Entre ellas, destacan la obtención de un vector perpenali- 
cular a dos vectores dados y el cálculo de áreas de figuras 
planas. 


————————— ————— A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AA AA 


Los componentes de u y v son u = (0, 3, 4) y v= (1, 3, 8). Hallemos 
un vector perpendicular a u y Y cuyo módulo sea 5. 


> $ . . . 4 
e  Calculamos u x v puesto que, por definición, es un vector per- 
, > > 
pendicular a u y v. 


uxv= (0,3, 4): (1,3,8) = 
=(3-8-4-3)7-(0:-8-1-40+(0-3-1-3)k 
=12i4+4j-3Kk 


e Por lo tanto, w = (12, 4, -3) es perpendicular a u” y v. El módulo 


de w es: 
| =V127+ 4+ (3) = 13 


Entonces: 
W 60 20 15 


Ñ 5 
=5:>=—Ñ (12,4-39)= | HH 4, - 
MT 2 der 13 E 


. => > e 
es un vector perpendicular a u y a v de módulo 5. 


AA ARE E EDREAL A RS AA AA EAN EIA AENA NENA A 


—— ——— — — —_ A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A 


Sean A = (1,1,3),B=(2, 5, -1) y C = (4, 3, -2) tres vértices conse- 
cutivos de un paralelogramo (fig. 19). Hallemos el área del parale- 
logramo ABCD y el área del triángulo ABC. 


e Según la interpretación geométrica del producto vectorial, si ú = BA y 
v = BC, el área del paralelogramo ABCD es Jú Xx vl. 


Calculemos, pues, lu x vi. 
ú=[BA]= (1-2,1-5,3 - (-1)) = (-1,-4, 4) 


—> 


y = [BC]= (4 -2,3 -5,-2- (1)) = (6, -2, -1) 
úxv= |-1 -4 4 | =12i-25j-22k 


Por tanto, el área, S del paralelogramo es: 
S, =lu x vl=1(12, 25, -22)1 =Y 12? + (+25)+ (22) = 
= VW1253 = 35,4 u* 


+  Elárea del triángulo ABC, $, es la mitad de la del paralelogramo ABCD, 
luego: 


A _ Ez Qu gq qu 


Aplicaciones en física 


Entre las muchas aplicaciones que el producto vectorial tiene en física, destacaremos las 


siguientes: 


El momento de una fuerza F aplicada en 
un punto A, respecto a un punto O, es el 
vector M definido por 


El momento cinético de una, partícula de 
masa m con una velocidad v en un punta, 
A, respecto de un punto O, es el vector L 
definido por: 


L=m(0Axv) 


Cuando una carga q. que se mueve a 
velocidad v , penetra en el interior de un 
campo magnético de intensidad B, se ve 
sometida a una fuerza magnética F tal 
que: 


> > 


F=q(vxB) 


ÍF(SiqO) 


O A A A A E A O A A 


Calculernos el momento de la fuerza F = (4, -2, 7) [N] 
aplicada en el punto A = (2, -3, 1), respecto al punto O = 
EL 12) e A 
Calculamos el vector OA y hallamos M=0AxXxF: 


0i=0:1.3:11:%= (1-41) 


| j k 
iz(: =- 301 - 11] + 14k 
4 


Por tanto, M = ( -30, -11, 14 ). 


En cada instante t, una masa de 3 kg se encuentra en 

el punto A = (2t + 1,3t - 2,2t) y tiene una velocidad 

v = (2,3, 2). Hallemos el momento cinético respecto al 

punto O =(1,1,1). a 

Calculamos el vector OA, y hallamos [OA] x v : 

[OA] = (2t, 3t - 3, 2t- 1) 
_ E 
[OA] xv=3 2t  3t-3 2t-1 | -3i-2j+6k 

2 3 Z 


Así, L=m ([OA] xv) =3 (-3,-2,6)=(-9,-6,18). 


Halla la fuerza que actúa sobre una carga de 3 € situada 
en un campo magnético de intensidad B = (1, 2, -1) si su 
velocidad es v= (3,1,0). 

Hallamos v x B: 


i+3+5kovxB=(-1,3, 5) 


Por tanto: 


F=q(VxB)=3-(-1,3,5)=(-3,9,15) 


EM Tabla 3. 


16. Halla un vector de módulo 2 perpendicular a u= (8, 1,0) y a v= (4, 1, 1). 


17, Determina la fuerza que actúa sobre una carga de 10 C situada en un campo magnético de inten- 
sidad B =(1, 5, -3). si su velocidad es v =(5, 7, -2). 
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7. PRODUCTO MIXTO 


7.1. Definición 


El producto mixto es una operación definida en RY que asocia 
a tres vectores libres un número real. Lo definimos a partir del 
producto escalar y del producto vectorial que ya conocemos. 


El producto mixto será 0 si: 


e yx w=0, es decir, Y y w son paralelos. 
* UL(UXxwW) 


7.2. Propiedades del producto mixto 


El producto mixto de tres vectores libres del espacio cumple 
si los vectores u y v X w for- las siguientes propiedades: 

man un ángulo obtuso, el A O a 

volumen del paralelepípedo l, U- (Vx w)=vV-+ (wxú) = w-(u x v) 

construido sobre u, vV y W, y 
coincide con el del paralele- 


2. 4 -(VxXwW=-0.(WXV)=-V.(Uxw)=-w.(vxú) 


pípedo construido sobre -u, v e (ú, En ú,) -(Ú Xx Ww) =- (4, (v Xx w)) + (U,: (Vx w) 
4. k(U + (Vx w)) = kú -(0 x w) =Ú - (kv x w) =U : (Y x kw), 
con k € R. 


7.3. Interpretación geométrica 


Sean uv y w tres vectores linealmente independientes, y 
consideremos el paralelepíipedo ABCDEFGH construido so- 
bre ellos. Se cumple que: 


Ú- (vx w)=|Jú||Y x w] cos al 


Pero ya sabemos que |v x w| es el área de la base ABCD, y 


Puesto que =u y v X w for- por la definición de cos ax: 
man un ángulo agudo, se 


tiene: úl cos a=h 
volumen de ABCDEFGH = 


Por tanto podemos escribir: 
= [-u, v, w]= -[u, v, w] 


U - (Vx w) = volumen de ABCDEFGH 


Podemos enunciar que: 
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7.4. Expresión analítica 


Sean ú,v y w tres vectores cuyas componentes son ú = (u, 


U, U,), V= (V,, V,, V,¿) y W= (Ww,, Ww,, w, ). Es decir: 


úu=u i+uj+u,k 
v=v ¡+v,j+v,k 
w=w, i+w,j+w,k 
Aplicando la definición de producto mixto y las expresio- 
nes analíticas del producto escalar y del producto vecto- 


rial obtenemos: 


> > > 3 > =$ V V V V > 
caja le era aj+ 
1 2 3 W, W W, W 
Z 3 jl 3 
V V 
1 ZN 
+ |% v|g)- 
wW, w, 
V V V V V V 
O AS AA OA 
w, wW, ó wW, ME ] W,; W, 


——————— ————— — A A A A A A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA 


Y yw sonú=(3,-1,2),v=(-2,5,1) y 


cd 


Las componentes de 
we( 112) 

Calcula u - (v x w). 
Aplicamos la expresión analítica del producto mixto: 


a 5 >| -2 >| E) >| 
Gx) =3|, 2 Dl, 21 +2 A 1 
E a E EA y A E a: 


A 


18. Sean u = (1, -2, 5), v = (4, 0, -5), w= (2,1,1) y t=(3,2,1). 


Calcula. 


AMES 


Notación matemática 
El símbolo Ju, v, w| , equiva- 


lente a det (u, v, w), se utiliza 
para representar el deter- 
minante cuyas filas son las 
componentes de los vectores 
U, V y W. 


Notación matemática 

Si accedes a la página po- 
drás reforzar y ampliar tus co- 
nocimientos sobre álgebra 
vectorial. Además, podrás 
utilizar calculadoras «vecto- 
riales» que permiten resolver 
los diferentes productos 
entre vectores. 


Visita: 


www.ciencialab.com/mod/re- 


source/index. php?id=3, 
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La expresión del volumen de 
un tetraedro en función de la 
superficie de su base, $, , y de 
su altura, h,, es: 


1 
V, = 3 S, h, 
Sea ABCD un tetraedro cual- 
quiera, y consideremos el pa- 


ralelepípedo que determinan 


los vectores [AB], [AC] y [AD]. 


B M Fig. 24. 
Observamos que: 


La superficie de la base del 
tetraedro, St, es la mitad de 
la superficie de la base del 
paralelepípedo, Sp: 
1 
S, ON S, 

El paralelepípedo y el tetrae- 
dro tienen la misma altura: 


h,=h, 


Si sustituimos estos valores en 
la expresión del volumen del 
tetraedro, tenemos: 


1 1 1 
Ma : 3 Se e 
Vemos, pues, que el volumen 
del tetraedro ABCD es la sexta 
parte del volumen del para- 
lelepípedo definido por [AB], 
[AC] y [AD]. 


Ejemplo 14 


7.5. Aplicaciones del producto mixto 


El producto mixto es muy Útil en geometría para calcular vo- 
lúmenes de poliedros. Veamos algunos ejemplos. 


A Ni 


Halla el volumen del paralelepípedo ABCDEFGH sabiendo que las 
coordenadas de los vértices A, B, D y E son A = (5, 3, -3), B = (3, 4, 
-2)D=(4,-1,-3) y E = (5, 1, 3). AA 
Determinamos las componentes de los vectores AB,AD y AE, y 
aplicamos la expresión analítica del producto mixto: 
AB=(B-5,4-3,2-(-3)=(2,1,1) 

AD=(4-5,-1-3,-3- (-3)) = (-1,-4,0) 
AE=(5-5,1-3,3-(-3) =(0, -2, 6) 

Así pues, el volumen del cuerpo está dado por 


AB: AD x AE) =-2|7 | he 
-2 0 


ES E EEES 
6 6 0 2 


Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son A = (1, 1, -5), 
B=1(5,3,2)C=1(2 +3, =1)Y4D=(1L, 2/3) 


Determinamos las componentes de los vectores AB,AC y AD, y apli- 
camos la expresión analítica del producto mixto: 


AB=(3-1,3-1,-2-(-5)) =(2,2,3) 
AC=(2-1,-3-1,-1-(-5)) = (1,-4,4) 
AD=(1-1,2-1,3-(-5)) =(0, 1,8) 


AB: (ACxAD)=2 | ,|-2| ¿[+31 +|=-53 
1 8 0 8 O 1 
Y sabemos que el volumen 


del tetraedro es: 


=-1y1 3 
V,=V,= 5 1-531=-2 u 


AE A A A E IN E A A A, A A A A E 


Vectores libres en el espacio 


Producto punto Producto vectorial Suma de vectores 


Multiplicación por 
un escalar 


Producto mixto 
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Problemas resueltos O 
o 


l. Sean ú y v dos vectores tales que Jú] = 1/3 y |v| = 4. Si ú y v forman un ángulo de 30”, halla. 


a. u- v 
b. (ú -v)- (2ú - v) 
o. [úl - Y] y [2ú - v] 


SS > > 


d. El ángulo que forman u - v y 2U - v 


a. u- v=)u]]v] cos 30 = y3- 4 - Boo 


b. (4 -v)- (2u-v)=ú-24-ú-v-v-24+v-v 
=|uú]|2ú] cos 0* - Jú]]V] cos30* - |v]]2u] cos30* 
+|v]|v] cosO? 
=V3-2V3-1- 13-48-4235 44-4-1= 
6-6-12+16=4 

o. |ú-v?= (ú-v)-(1-v) = 


> > 


=4 :U-U:V-V:U+V:V= 


=/úl?-2(4-v) +19P= 


=3-2:13:4-5416=7 


a. Aplicamos la expresión analítica del ángulo entre 
dos vectores y utilizamos el resultado de los apar- 
tados b y c: 


(u - v) - (2u - v) 


lu -v|"]12u-v]| 
4 2 
COS X = ——— = TD X = 40,89 
UT 


2. Dados los puntos A = (1, x, -2), B= (y, 1, -1), C = (2,x, -3) y D = (1, 2, 3). halla el volumen del tetraedro ABCD, 
sabiendo que la cara ABC es un triángulo rectángulo isósceles, recto en A. 


Representamos los datos del 
enunciado en una figura 


C 
le 
[AB] 
B 


Consideraremos los vectores AB y AC: 
AB=(y-1,1-x,-1-(-2)=(y-1,1-x,1) 
AC=(2>-L%-x-3=(2)=(1,0.1) 
Imponemos las condiciones del enunciado para 
hallar los valores de x e y: 


e Por ser ABC un triángulo rectángulo, recto en A, se 
debe cumplir que: AB LAC,olo que es lo mismo: 
AB-AC=0 

AB-AC=(y-D)1+(1-x):0+1-(-1)=0 
>y-2=0 (1) 

e Por ser ABC, además, isósceles, sus dos catetos 

miden lo mismo, es decir, |AB | = |AC |. Así: 


V(y - D+ (1-x) + 1? = v1?4 04 (+1) 
y -2y+14+1-2x+x+1=1+1 
y =2y FX=2x+1=0 (2) 


Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones 
(1 y 2). se obtiene: x = 1, y = 2. 
Entonces, las coordenadas de los puntos A, B, C, y D 
son: 
A = (1, 1, -2), B = (2, 1, -1), C= (2, 1, -3), D = (1, 2, 3) 
Y por consiguiente, los vectores AB, AC y AD son: 
AB = (1,0, 1), AC= (1, 0, -1), AD= (0, 1, 5) 
Calculemos finalmente el volumen del tetraedro 
ABCD, V,, utilizando la expresión analítica del pro- 
ducto mixto: 
AB” (AC x AB) = || Al 3h -|+ . -|=2 
1 5 O 5 0 1 

Por tanto, el volumen del tetraeadro es: 

_Xy-_ 
V = ra V, = 


t 


1 
6 3 


y problemas 


ED vectores en el espacio 


ha 


Sean los vectores ú, V y w representados en la 
figura. Halla gráficamente: 


q. L 7) 
+- 


b. u 


E + 
y 
S| 


Cc. 


3. 
E 


Considera los vectores de la figura. Sea Q el cen- 
tro del prisma, M el centro de la cara ABHG, N 
el centro de la cara ABCDEF y P el centro de la 
cara GHIJKL. 


Expresa los vectores [AM], 
[AN], [AP], [4Q] y [GJ] 
como combinación lineal 
de u, V y W. 


En este prisma de base 
cuadrado, la arista la- 
teral es el doble de la 
arista básica. 


Averigua si forman 
base los vectores .En 
caso afirmativo, halla 
las componentes de 
[AG], [EG] y [BF] respec- 
to de la base u, V y w. 


Los componentes de u,v y w sonu= (1, 3, -2), v = 
(1,2, 5) y w= (0, 4, -3). Halla las componentes de: 


a. X=U+2V-3w 
b +0 


10, 


Las componentes de u y v sonú= (7, 6,5) y v= 
(3, 2, 1). Halla las componentes de x y y sabien- 
do que: 


Las componentes de ú, v, w x e y en una cierta 
base son ú = (1, 5, -2), v = (4, 0, -9), w= (0, -1, 6), 
X = (13, 3, -17) e y = (2, -10, -5). Expresa: 

a. Xx como combinación lineal de ú, v y w 

b. y como combinación lineal de U y w 


Cc. W como combinación lineal de ú y v 


Las componentes de ú, v y w en una cierta base 
son ú = (8, -5, 4), V= (-2, 3, -1) y w= (2, 11, 1). 


— ¿Son U, v y w linealmente dependientes? 


Comprueba que el vector w = (1, -1, 1) no pue- 
de expresarse como combinación lineal de los 
vectores U = (2, 1,2) y v= (-4, -2, 4). 


— ¿Son úU, V y w linealmente dependientes? 


Averigua el valor del parámetro k para que los 
vectores U = (k, -2, 0), V= (k, k, 1) y w= (3, 5, k) 
sean linealmente dependientes. 


— Para cada uno de los valores de k hallados, 
expresa w como combinación lineal de ú y v. 


Averigua el valor del parámetro k para que los 
vectoresa=(021L,b=(63.Dyc=03,1) 
sean linealmente dependientes. 


,Razona por qué los vectores x = (2, k, 3). 


y = (3, -2,k) y Z = (1, 1, -1) son linealmente 
independientes para cualquier valor de k. 


¿Dados los vectores u = (1, a, b), v = (0, 2, c) 


y w=(0,0,3) ¿es posible hallar valores de 
a, b y c para los que u, V y w sean linealmente 
dependientes? Justifica tu respuesta. 


¿Se tiene el vector AB = (5, -4, 1). El extremo de 


uno de sus representantes se halla en el punto 
(3, 2, -7). ¿En qué punto está situado su origen? 
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conoorenn..oso 


15. 


ló. 


20. 


AMES 


21, Accede a la página www.ciencialab.com/ 


22. Utiliza la calculadora Geogebra para resol- 


. Dados los puntos A = (1, 2,3), B = (1, -1, 1) y 


C = (0, 2, -5), halla las coordenadas del punto D 
para que AB sea equipolente a CD. 


Halla las coordenadas de los puntos M, N y P que 
dividen el segmento de extremos A = (1,2, 5) y 


B = (3, 4, -1) en cuatro partes iguales. 


Halla las coordenadas de los puntos A, B, € y D 
que dividen el segmento de extremos M = (1, 2, 
3) y N = (6, -3, 8) en cinco partes iguales. 


, Sean A, B y M tres puntos distintos del espacio que 


cumplen que AB = -2AM. Conociendo las coor- 
denadas de A = (3, -5, 1) y B= (55, 7, 3), calcula. 


SeonA=(1,3,5,)B=(2,14yC=(-3,0,1) 


tres vértices consecutivos de un paralelogramo. 
Calcula las coordenadas del cuarto vértice, D, y 
las del centro del paralelogramo, M. 


, Halla las coordenadas de un punto P del seg- 


mento de extremos A = (1, 5, 0) y B = (1,- 4, 9), tal 
que: 

—> _ A — 

a 


Halla las coordenadas del baricentro del tetrae- 
dro que tiene por vértices A = (4, 6,2),B = (2,7, 
3)0=(3,0,2)y4D=(1,+L 1). 


mod/resource/view.php?id=228 y utiliza el 
recurso que ofrece para calcular el volumen 
del paralelepipedo formado por los vectores 


u =(1,1,2), v=(5,1,3) y w= (2,2, 1) 


ver las operaciones con vectores siguientes, 

siendo u = (2, 4), v= (1, 3) y w= (6, 2). 

UXV,UXx2w (U+v)-wy(U—vV)(3v+w) 

—Determina de forma gráfica los ángulos que 
forman los vectores, u, V y W 


23. Las cumbres A, B y C de tres montañas están 


24. 


20. 


alineadas de manera que la distancia entre 
B y C es el doble de la distancia entre A y B. 


Conociendo las coordenadas de A = (1, 0, -2) 
y B = (3, 2, 1), en un sistema de referencia 
dado, ¿cuáles pueden ser las coordenadas 
de C en el mismo sistema de referencia? 


Deduce razonadamente algún método para 

determinar si tres puntos del espacio dados por 

sus coordenadas, A = (a, a,, a,), B = (b,, b,, b.) 

y € = (c,, c,, c,), están alineados o no. 

e Aplica el método que hayas explicado 
para decidir si los puntos A = (-2, -3, 1), 
B = (53, -4, 0) y C = (4, 6, -2) están alineados. 


Considera la pirámide ABCDE. Si A = (2, 3, 4), 
B = (-2,1,5),C= (4, 1,-2) y E = (6, 8, 0), halla 
las coordenadas del centro de la base, O, sa- 
biendo que ésta es un paralelogramo. 


e Dados tres puntos M, N y P, se P 


dice que M y P son simétricos 
respecto de N si y sólo si: 


[MN] = [NP] 


Teniendo en cuenta esto, y 
considerando de nuevo la M 
pirámide ABCDE, determina: 


a. El simétrico de A respecto de B. 


b. El simétrico de E respecto del centro de la 
base. 


26. Encuentra ú + v, 2uú + 3v, Ju] y Ju - v| para: 


27, 


28. 


a.i=1+2j-3K v=-21-j]+5k 
b.u=2i-4j+4kK, v=2j-k 

Encuentra el vector unitario con la misma direc- 
ción y sentido del vector dado: 

a. -31+ Bj - 2k 

b. 81 - 4j+k 

C. (4, 2, -4) 


Encuentra un vector paralelo a (-4, 2, 4) con 
módulo 6. 


29, Sea C el punto en el segmento AB que esta el 
doble de lejos de B que de A.Sid=0A,b=0B y 


c=0C, muestra que c= 


30. Sea ú = (u,, u,, u,) un vector no nulo. 


a. Sia,, a,, a, son ángulos que forma u con ij, k 
respectivamente, demuestra que: 


u, u, u, 
COS A, =75/ +» COS A, =75, COSA, == 
ful hu] hul 


(los números OL, , OL, OL, Se llaman ángulos directores) 


b. Halla los ángulos directores del vector 
eL 34) 
31. Encuentra los ángulos directores del vector. 
a. u=(3,4,5) 
b.u=2i+ 3j- 6k 
c.u= (n, n, n) siendo n > 0 
d.u=(2,-1,1) 
32. Determina las coordenadas de los puntos P y Q que 


dividen el segmento de extremos A = (23, 6, 10) y 
B = (6, 0, -2) en tres partes iguales. 


33. Determina las coordenadas de los puntos 
P y Q que dividen el segmento de extremos 
A =(7,-2,3) y B= (2, 4, 1) en tres partes iguales. 


34, Halla las coordenadas de los puntos M, N, P y Q 
que dividen el segmento de extremos A = (-1, 4, 1) 
y B= (2, 9, 3) en cinco partes iguales. 


35. Las componentes de u y v sonu=(2,3,1) y 
v = (3, 2, 4). Halla las componentes de X e y 
sabiendo que: 


37-k=ú 


x+2Zy=v 


ES 


36. Utiliza el programa Derive para determinar 
si los siguientes conjuntos de vectores son 
linealmente independientes o no. 


a. (66, -8, 3), (4, 3, 4), (-5, -3, -8)) 
es 108, ele 9) (3, -8, -1)) 
C. [(k, 0, 2), (4, k, -2), -2k, -2, k)) 


37. Las componentes de ú y vson u = (7, -3, 5) 
y V= ( -14, -5, 13). Halla las componentes de 
xy y sabiendo que: 


38. Sean u y v dos vectores tales que Ju] = 2V3 y 
v = 13. Sabiendo qué uy v forman un ángulo 
de 60%, halla: 


> > 


a. U:v b. (u - v) - (2u - v) 


c. Ju - v] y |2u - v] 


> > 


d. El ángulo que forman U - v y 2u- v 


39. Determina el volumen del tetraedro de vértices 
A=(2,y1)B=(y-3,y+x6),C=(5,y —X 5) 
y D = (3, 5, 0), sabiendo que el triángulo ABC es 
equilátero y que x > 0. 


40. ¿Qué ángulo forman dos vectores ú y V tales que 
Jú] =6, |v] =2V2 y ú:v=-12 


41. Sean u y v dos vectores tales que Jú] = 2V5 y 
Iv] = V5. Sabiendo que u y v forman un ángulo 
de 60, halla: 


> 


a. U-v 

o. (6-9) -Qú-v) 
Cc. Jú-v| y |2ú - v] 
a 


. Elángulo que forman ú - V y 2Úú- Y 


ES 


42, Utiliza el programa Derive para calcular y 
dibujar los siguientes grupos de vectores, 
siendo: u= (1, 3,2), v= (-1, 1, 0) y w= (3, 2,1) 


> 


a. U,v,Uu+v b. U, W, U - W 


43. Los vectores ú, v y w forman, dos a dos, ángulos 
de 60* y, además, Ju] = 1, |v] =2 y |w| =3.SiX= 
ú+vey=2u+w, halla: 

a. [xl ly| y x-y 


b. El ángulo que forman los vectores x e y. 
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44, Calcula u - v sabiendo que Jú] = 4, |v| = 6 y 


Jú - v] = V20. 


e ¿Qué ángulo forman u y V? 


45. Sabiendo que u+v =8 y u- v=6, calcula u - v. 


46. Las componentes de ú, v y w son ú = (1, 2, -4), 
V = (3, -1, 1) y w= (-1, 3, -2). Calcula: 

Ú-v 

ú - (2w) 

(U + V) : w 


(ú-v) (37 +w) 


0.0 DD Q 


47. Sean u = (-2, 2,1). V=(3,x, Xx) y w = (y, 3, -3). 
a. Calcula x e y sabiendo que ú es perpendicu- 
lar a v y que es perpendicular a w. 


b. Halla |ul, |v|, |w| y el ángulo que forman u y w. 


w son u = (1, 2, -4). 


48.Las componentes u, Y y 
1,3, -2). Calcula: 


Y =(3,-1,1) y w=(- 


> 


a. u-v C. (U+V) - w 


(2%) 0a(ú-D)- (3U+w) 


Es 


49. Sean u = (-2, 2,1). V= (3,x, Xx) y w = (y, 3, -3). 


a. Calcula x e y sabiendo que u es perpendicu- 
lar a v y que v es perpendicular a w. 


b. Halla Ju], |v|, |w]| y el ángulo que forman ú y w. 


50. Determina todos los vectores de módulo 4 pa- 
ralelos a ú = (2, -2, -1). 


51. Halla todos los vectores de módulo 4 que for- 
men ángulo de 30% con úu = (1, -1, 1) y ángulo 
de 135* con v= (-1, 1, 0). 


52. Halla dos números positivos, x e y, tales que los 
vectores u = (2, x, -2x ) y V= (15, 2y, y ) formen 
un ángulo de 60* y Ju| = 3. 


53. Considera los puntos del espacio O = (0, 0, 0), 
A = (1,1,2) y B= (1,-1, 3). Expresa OA como 
suma de dos vectores: uno, de la misma direc- 
ción que OB, y otro, perpendicular a OB. 


54, Determina el trabajo realizado por una fuer- 
za F = (-5, 35, 15) que actúa sobre un cuerpo 
que se desplaza desde el punto A = (1, 1, 1) 
hasta el punto B = (-2, 0, 3) (en unidades Sl). 


55, Halla qué ángulos forma el vector u = (1, -3, 2) 
con cada uno de los vectores i, ¡y k. 


56. Sabiendo que las aristas 
de este prisma hexago- 
nal regular son todas 
unitarias, halla: 


X 
X 


“+ Gl 
Ay <y 


al 
b. 


57, Sean ú = (3, 0, -2),v= (1, 1, -1) y w= (1, 2, 3). 
Calcula: 
b. ú- (31) 


a. u-v C. (U +vV) - (3U - w) 


58. Dados los vectores u = (1, 4, -8), V= (1, -1, 0) y 
w = (2, 1, -1), halla: 


a. (4 XV): (Vxw) 


b. Jul, [Y xw] y | (Uxw) x v | 


59. Determina todos los vectores perpendiculares a 
ú = (4, -1, 1) y a v= (8, 0, -1), de módulo 3. 


60. Dados los vectores u = (-1, 1, 2) y v = (2, 3, -1). 
calcula el área del paralelogramo que determi- 
nan u y v. 


ól. Halla el momento de la fuerza F = (1, 2, 3) apli- 
cada en el punto A = (1, -1, 3) respecto al punto 
O = (2, 1, -4) (en unidades Sl). 


62. Halla el ángulo entre la diagonal de un cubo 
y una de sus aristas. 


63. Halla el ángulo entre la diagonal de un cubo 
y la diagonal de una de sus caras. 


64. Demuestra que siu + v y U - V son perpendicu- 
lares, entonces u y v tienen el mismo módulo. 


65. Las componentes de u,v y w son uú= (1, 2, 3), 
V= (2,5, -4) y w= (1, 1, 3). Halla (u x v ) x w y 
ú x (v x w). ¿Cumple el producto vectorial la 
propiedad asociativa? 


66. Halla los valores de k para que el volumen del 
paralelepípedo formado por ú, V y w sea el 
valor V dado. 


a. ú=(2, 0, 1), v=(2k, 1, 0), w=(4,k, 1), V=16 
b. u=(1, k, k), v=(0, 3, k),w=(1, 1, 1), V=15 


6/. Demuestra que: 


a Ú-W Vw 
(UXV)(WXY)= [iz $ 


68. Determina la fuerza que actúa sobre una car- 
ga de 5 C situada en un campo magnético 
de intensidad B = (1, 1, -2), sabiendo que su 
velocidad es v = (2, -1, 3) (en unidades SI). 


69. Sabiendo que Ju] = 5, |v] = 2, |w| = 1, y que 
ú:V=-4U:w=3y v - w= 1, determina el valor 
de k para que los vectores x = 2u + kv - kw e 


> > > 


y = u + v- 3w sean paralelos. 


70. Sabiendo que las aristas de este prisma hexa- 
gonal regular son todas unitarias, halla. 


a. u- (vxw) 


b.u- (VXxx) 


71. Sean U = (2, 0, -5), v = (1, 3, -1) y W = (4, 1, -3). 
Halla. 


a.ú-(vxw) 

b. 2u: (Vx 2w) 

C.(U+V)-:((V-w):3w) 
72.Halla el volumen del 


paralelepipedode la 
figura sabiendo que: 


A=(2,-1,11) 
B=(1,2,3) 
C=(-1,0,5) 
F= (2,4,2) 


73. Calcula el volumen del tetraedro de vértices 
AS Li) Bo=otLl=L2==L3)yD= 
(y + 1, —3, 2 — 2y), sabiendo que las aristas AB 
y BD son perpendiculares y que las aristas AB y 
AC forman un ángulo de 45". 


74.Halla el volumen del paralelepípedo de aris- 
tas adyacentes PQ, PR, y PS, si: 


a 
b.u=i+j-k,v=1-)+k,w=-i¡i+j+k 


75.Halla el volumen del paralelepípedo de aris- 
tas adyacentes PQ, PR, y PS, si: 


a. P=(2,0,-1), Q =(2,-2,2), R=(4,1,0), S=(3,-1, 1) 


b. P=(3,0,1), Q =(0,4,2), R= (-1,2,5), S=(5,1,-1) 
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Y Para finalizar 


0D Encuentra los ángulos del triángulo cuyos 6) Sea P el centro de la cara superior del pa- 


vértices son A = (0; 1; 1); B = (-2; 4; 3), ralelepípedo de la figura 25 y O su centro. 
C= (1; 2; -1). Halla su volumen sabiendo que: 
A=(111,B=(4-12),P=(2,10) 
E) Una molécula de metano, CH, está estruc- y MASA 


turada de manera que los cuatro átomos 
de hidrogeno forman un tetraedro regular, 
con el átomo de carbono en su centroide. 
El ángulo de enlace es el ángulo formado 
por la conexión H-C-H, es decir, el ángulo 
entre las líneas que conectan al átomo de 
carbono con dos de los átomos de hidro- 
geno. Calcula este ángulo. 


O Encuentra dos vectores perpendiculares a 
MS (AO) 


a) Las componentes de en una base ortonor- 
mal de V, son u = (3, 1, 2), v = (-2, 4, -7) y 


w = (2, 1, -4). Calcula: 
a. ú Xx v E 
b. UXWwW ICI Ml Fig. 25 


5 Las componentes de u, v, wson u= (1, 2, 3), Mm) Sean F = (2, 5, -1) y F,= (1, - 3, 2) dos fuer- 

v = (2, 5, -4), w= (1, 1, 3). Halla zas aplicadas en el punto A = (1, 2, 3). Ha- 
lla el momento de cada una de las dos 
fuerzas respecto al punto O = (+1, 3, -4) (en 
b. ÚX (Vx w) unidades Sl). 


a. (UX V) x w 


' AUTOEVALUACIÓN : 


Reflexiona y autoevalúate en tu cuaderno: 


e Trabajo personal e Trabajo en equipo 


¿He respetado las opiniones 
de los demás? 


: e Escribe la opinión de tu familia. e Pide a tu profesor o profesora suger- 
: 148| encias para mejorar y escríbelas. 
lA 
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Y SOCIEDAD 


Vectores 


Las matemáticas escondidas tras el balón 


Mientras se gritaba por «la Tri» en la Copa América, los hinchas pasaban discusiones intermi- 
nables calculando los puntos necesarios, los partidos a ganar o empatar y las 


posibilidades de entrar como mejor tercero dependiendo de los 
resultados de los demás partidos. Todo esto son apli- 
caciones de la matemática que se hacen sin siquiera 
darse cuenta. Pero esta intromisión de la ciencia en 
el deporte va más allá. En un gol influyen los vectores, 
dándole la dirección al balón, la fuerza a la patada, el 
efecto por sus ángulos y su desviación por la velocidad 


y dirección del viento. 


Por qué el álgebra busca la x 


El uso de las letras x, y, z para representar incóg- 
nitas y las primeras del abecedario para valores 
conocidos, se remonta al libro La geomefrie de 
Descartes. Se cuenta que cuando el libro se es- 
taba imprimiendo y debido a la gran cantidad 
de ecuaciones que tenía, los impresores, que uti- 
lizaban letras de madera dispuestas sobre una 
plancha para crear el modelo de cada página, 
se quedaban sin letras. El editor entonces le pre- 
guntó a Descartes si podía emplear letras distin- 
tas a las originales para las ecuaciones. Descar- 
tes le respondió que le eran indiferentes las letras 
que utilizara. El editor eligió entonces la x porque 
en francés esta letra se utiliza poco. 


Diseñador de videojuegos 


¿Quién no ha soñado con pasar sus días de tra- 
bajo frente a una pantalla diseñando juegos 
para una de las grandes consolas? ¿A quién no 
se le ha ocurrido mil y una ideas para juegos 
excelentes, llenos de humor, aventura y explosio- 
nes magníficas al ver una película o leer un libro 
de ciencia ficción? Pues detrás de todo juego 
de video se encuentra un concepto matemático 
base: los vectores. Desde los movimientos de los 
personajes, el realismo en la física dentro de los 
juegos, las texturas, los cambios de iluminación, 
los sonidos realistas hasta la manera en que el 
juego sabe cómo interpretar la ubicación en el 
mapa del usuario, todo el diseño de videojuegos 
se basa en software que utiliza vectores. 
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conocerse... 
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CONTENIDOS: 


Rectas en el espacio 

1.1. Ecuación vectorial 

1.2. Ecuaciones paramétricas 

1.3, Ecuaciones continuas 

1.4. Ecuaciones implícitas 

1.5. Posiciones relativas de dos rectas 

1.6. Posición de rectas respecto de la referencia 
Planos en el espacio 

2.1. Ecuación vectorial 

2.2. Ecuaciones paramétricas 

2.3. Ecuación general 

2.4, Posición relativa de dos planos 

2.5. Posición relativa de tres planos 

2.6. Posición de planos respecto de la referencia 


Posición relativa de recta y plano 


Ángulos entre elementos del espacio 


4.1. Ángulo entre dos rectas 

4.2. Rectas perpendiculares 

4.3.Planos perpendiculares 

4.4. Ángulo entre recta y plano 
Distancias entre elementos del espacio 


5.1. Distancia entre dos puntos 

5.2. Distancia de un punto a una recta 
5.3. Distancia de un punto a un plano 
5.4. Distancia entre dos rectas 

5.5, Distancia entre dos planos 

5.6. Distancia entre recta y plano 
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Noticia: 


elpaís.com tiene una sección de juegos con la 


ciencia, en la que se publicó el siguiente artículo: 
La importancia del juego en Matemática. Lo 
puedes leer en: http://elpais.com/elpais/2015/ 
08/19/ciencia/1439982619_073329.htmi, 


Web: 

El sobre mágico de Lewis Carroll. Realiza este 
juego con planos en: hittp://elpais.com/el- 
pais/2015/07/02/ciencia/1435850002_183433. 
html. 


EN CONTEXTO: 


El uso de planos y líneas oblicuas sigue 
siendo predominante en el diseño arqui- 
tectónico contemporáneo. En esta unidad, 
estudiaremos cómo definir estos objetos en 
el espacio, y también, cómo comparar sus 
posiciones relativas. 


hittp://goo.gl/t7UrC8 
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La dirección de una recta 
puede venir dada por un 
vector director o por dos pun- 
tos. Luego, una recta queda 
determinada por un punto y 
un vector director o bien, por 
dos puntos. 


SIA =(-1,1, 3) 
y v=(3,-2,1) 


Ecuación vectorial de r (A;vV): 
p=a+kv 
(x y z) = (-1,1,3) +k (3, -2, 1) 


Ecuaciones paramétricas de 
r(A; v): 
x=-1+3k 


y =1-2k 
Z=3+k 


|. RECTAS EN EL ESPACIO 


Como sucedía en el plano, para determinar una recta en 
el espacio son precisos un punto y una dirección. Cualquier 
vector que tenga la misma dirección que la recta es un vec- 
tor director de esta. 


Consideremos la recta r que pasa por el punto A y tiene el 
vector director v . La simbolizaremos por r(A; v). 


Veamos, a continuación, diferentes formas de expresarla. 
1.1. Ecuación vectorial 


Al observar la figura, vemos que, dado cualquier punto P de 
la recta r, los vectores AP y v tienen la misma dirección. Así, 
AP =kv, con k€ R. 


Por otro lado, tenemos OP =0A + AP. 


Sean p y a los vectores de posición de P y A, respectivamen- 
te. Puesto que AP = kv, a la igualdad anterior la escribimos 
como: 


> 


p=a+kv 


A esta expresión, la conocemos como ecuación vectorial 
de la recta. 


sean (Xx y, Z), (a, a,, a,) y (v,, v,, v,) las componentes de p, a 
y v, respectivamente. Entonces, podemos expresar la ecua- 
ción anterior como: 


(x y z) = (a, a, a,) +k(v, v, v,) kE R 


1.2. Ecuaciones paramétricas 


Desarrollamos la ecuación vectorial de la recta r expresada 
en componentes: 


(x yz) = (a, a, a,) + (kv,, kv,, kv.) 
= (a, + kv,, a, + kv,, a, + kv.) 


Al separar por componentes la ecuación vectorial, obtenemos: 


x= a,+ kv, 
y =a, + kv, 
Zz=a,+ kv, 


A estas ecuaciones las denominamos ecuaciones paramé- 
tricas de la recta. 


1.3. Ecuaciones continuas 


si en las ecuaciones paramétricas los valores v,,v, Y V, SON 
diferentes de cero, podemos despejar el parámetro k en las 
Tres: 


== —:k= ¡k= > 
Y; V, Je 
Al igualar las expresiones, tenemos: 
X-a, _ y-a, _ ade 
pe V, JE 


A estas ecuaciones, las denominamos ecuaciones conti- 
nuas de la recta. 


1.4. Ecuaciones implícitas 


A partir de las ecuaciones continuas de la recta, obtenemos: 


X-a, y - a, 

Y — v o> v, (Xx - a,) = v,(y - a,) 
X-a, Zas 

Y — v, 5) v,(x - a,) S v,(z - a,) 


v_Xx-v, y + (a,v, -a,v,) =0 


v_X - v,y + (a,v, -a,v,) =0 
Á estas ecuaciones las solemos expresar de manera gene- 
ral como: 


Ax+By+Cz+D=0 
Ax+By+CzZ+D=0 


A estas ecuaciones las denominamos ecuaciones implícitas 
de la recta. 


Dada la recta r (A; v), con A= (2, -1, 4) y v= (1, 0, -2) determinemos: 
a. Su ecuación vectorial. 
b. Dos puntos de r distintos de A y un vector director distinto de v. 
Resolución: 
a. La ecuación vectoriales p=a+kv:(x,y,2)=(2,-140+k(1, 
O, -2) 
b. Damos a k dos valores distintos de cero para obtener otros dos 
puntos, B y C, der: 
k=13B=(2=L4 4111021812) 
k=2>C=(2-1,4)+2 (1,0, -2) = (4, -1,0) 
Cualquier vector de la forma kv es un vector director de r. Así, 
cogeremos, por ejemplo, u =2 - (1, 0, -2) = (2, O, -4). 


Ecuaciones continuas de r 
(A; V): 


e Sien la ecuación general 
de la recta despejamos y, 
tenemos: 


Observa que sl es la pen- 


diente de la recta, y que = 


es la ordenada del punto de 
intersección de la recta con 
el eje OY (ordenada en el 
origen). 
Si designamos la pendiente 
por m y la ordenada en el 
origen por b, a la expresión 
anterior la escribimos: 
y =mx+b 
A esta expresión la conoce- 
mos como ecuación explíci- 
ta de la recta. 
e Sila recta corta a los ejes 
en los puntos (a, 0) y (0, b), 
podemos escribir la recta 


e A esta expresión la cono- 
cemos como ecuación 
canónica o segmentaria 
de la recta. 


Ecuaciones implícitas de r 
(A; V) 


2x + 3y-1=0 
x-3z+10=0 
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Escribamos las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por 
A = (3, 1, -2) y tiene la dirección del vector v= (-3, 2, 1). 


Si conocemos dos puntos de 

la recta, A= (a, a, a.) yB= e Determinemos si el punto B = (2, -1, 4) pertenece a r. 
! ye MS 

(b,, b,, b,), un vector director Resolución: 

de r será v = [AB]: 

v= (0, "da D=8D=8.) 


Las ecuaciones paramétricas de r (A; v) son: 


x=3-3k 
y=1+2k 


e Para saber si el punto B pertenece a r, debemos ver si sus coorde- 
nadas satisfacen las ecuaciones paramétricas para algún valor 
E Fig. 2. de k: 


l 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

Z=-2+k | 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

Y ñ Y ») — 3 3k k — 1 | 

La ecuación vectorial será: 3 | 
(x, y, z) = (a, ad, a,) 1 1 US Zk k 1 | 
+R(0,-a,D,=ad,D.*d.) 4=-2+k k=6 | 
| 

| 


y de aquí podemos obtener Puesto que obtenemos valores distintos de k, B no pertenece a r. 
el resto de las ecuaciones de 


la recta. 
Por ejemplo, la recta que 
pasa por los puntos A = (1, 


A A A A A A A A A A A do o a 


——_——————————————— —_ A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AA 


Dados los puntos A = (3; 1;0) y B= (5; 0; -1): 


l 

| 

4,2) y B = (5, 3, 0) tiene la a. Escribamos las ecuaciones continuas de la recta que pasa por A | 

siguiente ecuación vectorial: y B. | 

> => b. Determinemos si el punto C = (7; -1; -2) pertenece a dicha recta. | 

r:(x, yz) =a+k][AB] hi iS ze | | 

Resolución: >... | 

(y z)=(1,4,2) + a. Hallemos v = [AB] y tomemos este vector y el punto A para escri- | 

+k(5-1,3-4,0-2) bir las ecuaciones continuas: | 

as | 

(x yz) =(1,4,2)+k(4, -1, -2) rd io | 
o > E a. DE 

E (A; v): 2) A A | 

b. El punto C = (7; -1; -2) pertenecerá a r si verifica sus ecuaciones: | 

| 

E E | 

| 


—3— A E] > C pertenece a r. 


PO E IO IN O O Y SI II A, IE E, O A IA E O E IA 


—————————————— A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AA 


Escribamos las ecuaciones implícitas de la recta que pasa por el 
punto P = (1, —2, 6) y tiene como vector director a v = (2, 3, 1). 
Resolución: 


Escribimos las ecuaciones continuas de la recta: 


Ejemplo 4 


e A de ale A 


l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
2 3 1 V 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


Y, a partir de ellas, hallamos las ecuaciones implícitas: 
x=1. ._. y+2 

Z 3 
y+2_ z-6 


D3x-3=2y+4 | >3x-2y-7=0 


Dy+2=3z-18 |] >y-3z4+20=0 
3 1 / 


A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A e A A 
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Y TAMBIEN: 


Escribamos las ecuaciones paramétricas y determinemos un vector 
director de la recta r cuyas ecuaciones implícitas son: 


x+2y-Z-3=0 
2x+5y+2z-4=0 


Resolución: 


Para transformar las ecuaciones implícitas en paramétricas, resol- 
vamos el sistema por el método de Cramer, 


e Escogemos un menor de orden dos cuyo determinante sea dife- 
rente de cero: 


Gaspard Monge 

Matemático francés (Beaune, 
1746-París, 1818). 

De origen humilde, estudió en 
el Colegio de la Orden de los 
Oratorianos e ingresó en la Es- 
cuela de Ingenieros Militares 
de Meziéres en 1764, 
Fundador de la geometría 
descriptiva, elaboró métodos 
para la representación de fi- 
guras espaciales. 

Monge no solo fue un buen 


> el =5-4=1x%*0 


e Sustituimos la incógnita que no interviene en dicho menor por 
un parámetro z = k, y trasladamos los términos que contienen k 
al segundo miembro de las ecuaciones: 


] 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

x+2y-zZ-3=0 xX+2y-k-3=0 | 
ES 

2x+5y+22-4=0) 2x+5y+2k-4=0 | 

| 

| 

XEZYSKES | 

| 

2x+5y =-2k+4 | 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


e Finalmente, aplicamos la regla de Cramer: 


b +3 2 matemático, sino también 
-2k4+4 5 un buen maestro, tanto por 
po 1 a su capacidad para exponer 
1 k+3 con claridad y sencillez los 

| ) xn conocimientos, como por el 
A 2420-24 entusiasmo que despertaba 

en sus alumnos. 
es li En 1794, participó de manera 


x=7+9k decisiva en la creación de 
Luego, las ecuaciones paramétricas son: y=-2-4k lÉcole Polytechnique de París, 
Un vector director será v= (9, - 4, 1). Z=k ne en e ene pana 


que pasó la mayoría de los 
A pt d matemáticos del siglo XIX. 

A partir de las clases imparti- 
das en lÉcole Polytechnique 
y en ¡École Normale de París, 
Monge publicó varios libros, 
entre los que destacan Feu- 
illes danalyse apliquée a la 
géometfrie (1795), Géomeéfrie 
descriptive (1798)... 


1. Explica qué característica común tienen los diferentes vectores 
directores de una misma recta. 


2. Explica Si (x, y, z ) = (2,-7, 1) +k (2, 3, -2) es la ecuación vecto- 
rial de la recta r, determina: a) dos puntos de r; b) otra ecuación 
vectorial. 


. Representa la recta con vector director V = (3, -1, 4) y que pasa 


por el punto A = (-1, 2, 3). 


. Determina la ecuación vectorial de la recta que pasa por los 


puntos A y B, siendo A = (3, 0, -5) y B = (1, -4, 6). 


. Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por 


el punto A = (7, 2, -3) y tiene la dirección del vector y= (1, 0, -2). 


. Dados los puntos A = (2, 1, 4) y B = (3, -1, 2), escribe las ecua- 


ciones paramétricas y continuas de la recta que pasa por A y B, 
y averigua si el punto C = (1, 3, 7) pertenece a dicha recta. 


Estos textos y la labor educa- 
tiva de Monge constituyeron 
un impulso fundamental para 
el posterior auge y desarrollo 
de la geometría a lo largo del 
siglo XIX, 
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1.5. Posiciones relativas de dos rectas 


Las ecuaciones implícitas de las rectas son ecuaciones lineales. De ahí que podamos determi- 
nar la posición relativa de rectas en el espacio, a partir del estudio de la compatibilidad de los 
sistemas de ecuaciones lineales correspondientes. 


Veamos qué posiciones relativas pueden presentar dos rectas, F (A; V ) yr (A'; v), dadas por 


sus ecuaciones implícitas: 
AXTFTBy+FCzZ+D =0 AX +B,y+€,z+D,=0 


Ax+By+C€z+D,=0 AX FBDy+6z2e D,=0 


Para hallar las posiciones relativas, consideramos el sistema formado por las cuatro ecuacio- 
nes y escribimos la matriz M y la matriz ampliada M”, asociadas con dicho sistema: 


1 B, C A, B, C, D, 
Me A, B, C o A, B, C,| D, 
As B, É A, B, C, D, 
Ay Bi; C A, B, C, D, 


Si al reducir ambas martri- 
ces, obtenemos solo dos 
filas no nulas, es decir, un 
sistema compatible inde- 
terminado, las rectas son 
coincidentes. 


Si al reducir la marriz M 
obtenemos dos filas no 
nulas, y al reducir la ma- 
triz M' obtenemos tres filas 
no nulas, las rectas son 
paralelas. 


Si al reducir ambas martri- 
ces obtenemos tres filas 
no nulas (es decir, tene- 
mos un sistema compalrti- 
ble determinado), las rec- 
tas son secantes, en otras 
palabras, se cortan en un 
punto. 


Si al reducir M' tenemos 
cuatro filas no nulas (un 
sitema incompatible), 
podemos deducir que no 
hay puntos comunes. 

Las rectas son alabeadas 
(se cruzan). 


Prohibida su reproducción 


MX Tabla 1. 


En caso de que las dos rectas vengan dadas por sus ecuaciones vectoriales, paramétricas o 
continuas, podemos determinar su posición relativa a partir de sus vectores directores. 


Si los vectores directores respectivos v y v' tienen la mis- 

ma dirección, las rectas son coincidentes o paralelas. 
v=ky' 

Para distinguir cada caso, bastará tomar un punto 


cualquiera de una de las rectas y sustituir sus coorde- 
nadas en la ecuación de la otra. 


Si los vectores directores respectivos, v y v', no tienen 
la misma dirección, las rectas se cortan o se cruzan. 
v+ky" 

Para distinguir cada caso, igualamos las ecuaciones 

vectoriales de ambas rectas. 


WM Tabla 2. 


1.6. Posición de rectas respecto de la referencia 


A O O 


r: Eat e al 
Z=0 a =0 


(a;, ao, ag) 


A 


(a,, ao, az) 


r: (x, y ,z) = (0, 0, 0) + k(0, 1, 0) 


el 
Z=Aa, 


r: (x y ,z) = (a, a, a,) + k(1, 0, 0) 


E [nó 
Z= 4, 


r:(x y,z)=(0, 0,0) + k(1, 0, 0) r: (x y ,z) =(0, 0, 0) + k(1, 0, 0) 


[ A y =a, 
3 


r: (x, y ,z) = (0, 0,0) + k(0, 0, 1) 


 (x=0 
": ly=0 


r: (x, y ,z) = (0, 0, 0) + k(0, 0, 1) 


Pa 
f: 1 
y = a, 


:(x y ,z) = (0, 0, 0) + k(1, O, 0) 
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AA 
Xx=a, 


E Tabla 3. 


Prohibida su reproducción 


M Fig. 3. 
si A= (-1, 1, 3), 
ú=(1,0,-1) y 
v=(3,-2,1) 


oz ] > 
Ecuación vectorial de rr (A; u, v): 


p=a+2u+pv 


Cy zl= (-L.Lo3)+ 


AÍ, O, 21) + p ES SA 1) 


2. PLANOS EN EL ESPACIO 


Para determinar un plano en el espacio, son precisos un 
punto y dos direcciones diferentes. Estas direcciones vienen 
dadas por dos vectores no paralelos a los que denomina- 
mos vectores directores del plano. 


Consideremos el plano L que pasa por el punto A y tiene los 
vectores directores u y V. Lo simbolizaremos por L(A; U ,v ). 


Veamos, a continuación, diferentes formas de expresarlo. 
2.1. Ecuación vectorial 


Observa en la figura el plano L (A; ú, V ). 


Dado un punto genérico P del plano, el vector AP resulta 
de la suma de múltiplos de los vectores u y v . Por tanto, 
AP =2ú+ uv condyueR. 


Además, se cumple: 

OP =0A + AP 

Sean p y a los vectores posición de P y A, respectivamente. 
Puesto que AP = Au + pv, a la igualdad anterior la podemos 
escribir como: 

p=a+Au+ uv 

A esta expresión la conocemos como ecuación vectorial 
del plano. 


Sean (x, y, 2), (A, a, a),(U,, u, u,) y (v,, v,, v,) las compo- 
nentes de p,a,u yv respectivamente. Entonces, podemos 
expresar la ecuación anterior como: 


(x y z) = (a, a,,a,) +A(u,, u,, U,) + u (v,, v,, v,) 


2.2. Ecuaciones paramétricas 

Desarrollemos la ecuación vectorial del plano L expresada en componentes: 
(512)=(41, 4/2.) PAU, 4, UL) UCV, Vs) 

= (a, +4u, + pv, a,+ Au, + pv,, a, +4u, + pv,) 

Al separar las tres componentes de la ecuación vectorial, obtenemos: 
x=a,+ Au, + pv, 

y =a, +4u, + pv, 

Z=a,+ Au, + pv, 

A estas ecuaciones las denominamos ecuaciones paramétricas del plano. 
2.3. Ecuación general 


Para cada punto del plano, a las tres ecuaciones paramé- 
tricas podemos considerarlas como un sistema de ecuacio- 
nes con dos incógnitas, A y 1, que debe tener solución Única. 
Por ello, el sistema: 


Xx-2a,=Au, + pv, 
y -a,=Au, + yv, 
Z-a,¿=/Au, + yv, 


debe ser compatible determinado. Al desarrollar y resolver 
el sistema de ecuaciones con esto en mente, obtenemos: 


(1, VU Y: X= (0. Y, UV. (1 Y =1L.V ZP sa (Lv -=uY.) 


an (0-1, =U. Y )=a.(U. Y. =U- Y. .)] 


Ecuación general de Tt (A; u, v): 


Si llamamos A, B y Ca los coeficientes respectivos de xX, y, Z Y 


cid me -2X-4y-22+8=0 
D al término independiente, obtenemos la ecuación lineal: 


x+2y+Z-4=0 


Ax + By + Cz+D=0 


que conocemos como ecuación general, cartesiana o im- 
plícita del plano. 


——————————————————— A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA AA 


otra ecuación vectorial. Así, para B = (4, 2, -4): 
otros puntos: 


Siad=1yu4=0:B= (3,0,-1) +1(1,2,-3) + O E SE 
0 (22, 3,0) = (4,2, -4) E 


MÍ) Sea el plano (A; u, V) conA=(3,0,-1) u= (1,2, -3), Sii=1yu=1:C=(3,0,-1)+1(1,2,-3)+1(22,3, | 

o Wi (-2, 3, 0). Determinemos: 0) = (2, 5, -4) ¡ 

p< a E | 

8 A. Su ecuación vectorial Cc. Obtenemos dos vectores directores del plano a | 
= b. Dos puntos de T distintos de A partir de A, B y C: V 3 
> > O 
Tm Cc. Dos vectores directores distintos de u y v BC= Q-4,5-2,4--40)=(2,3,0)=1' ) E 
d. Otra expresión de la ecuación vectorial AC= (2 -3,5-0,-4- (1) = (1,5, -3) =vV" | o 
Resolución: OS | | ] > 
a.(2,y,2)=(3,0,-1) +1(1,2,-3) +1(22,3, 0) d. Como los vectores u' y v son linealmente Inde- | E 
pendientes, podemos utilizarlos para escribir : E 
b. Damos diferentes valores a A y 1 para obtener | á 

¡ 

| 

| 

| 


2.4. Posición relativa de dos planos 


Veamos las posiciones relativas que pueden presentar dos planos L (P; ú ,V) y L'(Q; ú',v”), 
cada uno de ellos dado por su ecuación general: 


L: Ax+ By+ Cz+D=0 
L: Ax+ By+CzZ+D'=0 


Para hallar las posiciones relativas, consideramos el sistema formado por las dos ecuaciones: 


Sistema consistente indeter- | Sistema inconsistente: No Sistema consistente indeter- 
minado: Sus soluciones de- | hay puntos comunes. minado: Sus soluciones de- 


penden de dos parámetros. penden de un parámetro. 
Equivale a: 


Equivale a: A B C D Equivale a: 


A a e ee Ñ = B' == C' D' 


de E Los planos son paralelos. 
Los planos son coincidentes. Los planos son secantes, es 


decir, se cortan en una recta. 


Así, por ejemplo, los planosL| | 
y L: Así, por ejemplo, los planos L 


y L 
L: 0,6x - 0,2y - 0,47 + 2,4= 0 L:2x+ 3y-z+1=0 de por ejemplo, los planos L 


L:3x- y-22+12=0 L: 4x + 6y-224+7=0 L:2x-y +3z+1=0 
son planos coincidentes, L:x+y+5zZ2+4=0 


son planos paralelos, puesto 
puesto que: son planos secantes, puesto 
06. «0,2: «0/4 _ 


3 -1 -2 


M Tabla 4. 


7. Estudia la posición relativa de los siguientes pares de planos: 


| 
| 
¡ 
3 | a. T:3x-y+2z=0 C. Ti5x-2Zy+3z=0 
J | 
$ | TT: 6x-2y+4z-1=0 T':6x-2y+4z-1=0 
| 
O 
J | 
8 | b. T:2x-y+32+4=0 dl azat=t 
O 
9 | T:X+3y-2z2+1=0 mT:Zz=1 
| 


V 


A A A 


2.5. Posición relativa de tres planos 


Para estudiar la posición relativa de tres planos, L, (A;u,v ),L, 
(Au, v") y L,(A”; 4",v""), dados por sus ecuaciones generales: 


ES 


L:Ax+By+Cz+D, =0 Visita: 
www.josechu.com/planes_ 


L,. AX le B,y e C,z + D, =0 in_3d/index_es.htm+] 


L,: A.xx+ By + C,2+D,=0 


Consideramos el sistema formado por las tres ecuaciones 
y escribimos la matriz M y la matriz ampliada M”, asociadas 
con dicho sistema: 


A, B, C, EN B, C, -D, 
M = A, B, C, M'= A, B, C, a 
A B_ C A. B C, -D 


Al reducir las matrices: 


M tiene tres filas no nulas. 
M”' tiene tres filas no nulas. 


M tiene dos filas no nulas. 
M”' tiene dos filas no nulas. 


M tiene una fila no nula. 
M' tiene una fila no nula. 


Sistema consistente inde- 
terminado: Sus soluciones 
dependen de dos paró- 


Sistema consistente indeterminado: Sus soluciones 
dependen de un parámetro; luego, estos planos tie- 
nen una recta en común. A continuación, debemos 
determinar si existen dos planos coincidentes 


Sistema consistente de- 
terminado: Los planos son 
secantes en un punto. 


metros. 


No existen planos coinci- 
dentes. Los tres planos son 
secantes en una recta. 


Entonces, los planos son 
coincidentes. 


M tiene una fila no nula. 

M” tiene tres filas no nulas. 

Sistema inconsistente: Al tener M una fila, existen pla- 
nos paralelos. A continuación, debemos determinar 
si existen planos coincidentes. 


No existen planos coinci- | En este caso, existen pla- 
dentes. Planos paralelos y | nos coincidentes. 


distintos entre todos. 


E Tabla 5. 


Dos planos coincidentes 
y paralelos al tercero. 


Existen planos coinciden- 
tes. Dos de los planos son 
coincidentes y secantes 
al tercero. 


M tiene dos filas no nulas. 

M” tiene tres filas no nulas. 

Sistema inconsistente: Al tener M dos filas, existen pla- 
nos secantes. A continuación, debemos determinar si 
existen planos paralelos. 


No existen planos para- | Existen planos paralelos. 
lelos. Los planos son se- | Dos planos paralelos y se- 
cantes, o se cortan, entre | cantes al tercero. 

pares. 
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2.6. Posición de planos respecto de la referencia 


Plano XY 
Vectores directores: ¡ = EL, 0. 0), j = (0, 1,0). Un punto: (0, O, 0) 


TT: (Xx, yz) =(0,0,0)+1(1,0,0)+u(0, 1,0) 
Ms 


Plano XZ 
Vectores directores: ¡ = (1, 0, 0), k = (0, 0, 1). Un punto: (0, O, 0) 
TT: (Xx, yz) = (0,0,0)+1(1,0,0)+u(0, 0, 1) 
T:y=0 


Plano YZ 
Vectores directores: ñ = (0, 1,0), k = (0, 0, 1). Un punto: (0, O, 0) 


TT: (Xx, yz) =(0,0,0)+1(0,1,0)+u(0, 0, 1) 
T:Xx=0 


Ano pardiclo al plano XY 
Vectores directores: i = (L0:07 j= (0, 1, 0). Un punto: (a,, a,, a,) 
(5 y,2) = (a, da.) +A4(L, 0,0) +U(0, 1, 0) 
TZ=Aa, 


Plano paralelo al plano XZ 
Vectores directores: i= (1, 0, 0), k = (0, 0, 1). Un punto: (a,, a,, a,) 
(y 2) =(a, 2, a.) +4(1,0,0)+11(0, 0, 1) 
TT: y =a, 
ROno paralelo al plano YZ 
Vectores directores: j= (01.00) k = (0, 0, 1). Un punto: (a,, a 


TT: (X, y, Z) = (a, ds ARA 1,0)+u(0,0, 1) 
2d 


sl d, a 


Plano paralelo al eje OX 
T:By+Cz+D=0 


Plano paralelo al eje OY 
T:Ax+CzZ+D=0 


Plano paralelo al eje OZ 
TT: Ax+By+D=0 


MN Tabla ó. 

9 
0 ' 8. Indica la posición relativa de las siguientes rectas y planos respecto de los ejes y planos de referencia: 
o | 
O 
5 | a. (x-z-5=0 C. [x=2 e. fx =2 9. [x =0 
3 ( y=2 y =-3 y=-1+k al 
E | EL 

| 

l DD. y0 d. x=3 f 3z=-5 h.  5y-2x=0 | 


A A A A A sl 


3. POSICIÓN RELATIVA DE RECTA Y PLANO 


Para determinar las posiciones relativas de una recta r(A';v) y un plano L(P;ú, v), expresaremos 
la recta mediante sus ecuaciones implícitas, y el plano, mediante su ecuación general. 


AxX+By+C€Cz+D=0 
AX+FBy+Cz+D=0 


L: Ax+ By + Cz+D=0 


A continuación, consideramos el sistema formado por las tres ecuaciones y escribimos la 
matriz M y la matriz ampliada M”, asociadas con dicho sistema: 


2d B, C, po B, C, -D, 
M = e Bs C, M' = A, 5 C, 0, 
la B, C, A, B, C, AD: 


Si al reducir las matrices: 


M tiene dos filas no nulas. M tiene dos filas no nulas. M tiene tres filas no nulas. 

M” tiene dos filas no nulas. M” tiene tres filas no nulas. M” tiene tres filas no nulas. 
Sistema consistente indetermina- 

do: Sus soluciones dependen de | Sistema inconsistente: No hay pun- | Sistema consistente determinado: 
un parámetro. tos comunes. La recta y el plano son secantes. 
La recta está contenida en el plano. | La recta y el plano son paralelos. 


NM Tabla 7. 
En caso de que la recta y el plano vengan dados por sus ecuaciones vectoriales o paramé- 
tricas, es conveniente determinar sus posiciones relativas a partir de sus vectores directores. 


Recta contenida en el plano Recta y plano paralelos Recta y plano secantes 


Si el vector director de la recta es suma de múltiplos de los vectores di- | Si al vector director de la recta no 
rectores del plano, la recta está contenida en el plano o es paralela a | lo podemos expresar como suma 
él. En este caso, el rango de la matriz formada por las componentes de | de múltiplos de los vectores direc- 
los tres vectores será 2. tores del plano, la recta y el plano 
Para distinguir cada caso, bastará tomar un punto cualquiera de la rec- | serán secantes. 

ta y sustituir sus coordenadas en la ecuación del plano En este caso, la matriz formada por 
las componentes de los tres vecto- 
res será de rango 3. 


Si verifica dicha ecuación, la recta | Si no la verifica, la recta es parale- 
está contenida en el plano. la al plano. 


Mi Tabla 8. 
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Y ÁNGULOS ENTRE ELEMENTOS DEL ESPACIO 


En la unidad 4, estudiamos la operación producto escalar 
entre dos vectores y vimos cómo nos permitía definir y de- 
terminar el ángulo entre ellos. Ahora, veremos cómo definir 
y determinar el ángulo que forman dos rectas, dos planos, o 
una recta y un plano. 


4.1. Ángulo entre dos rectas 


En el espacio, dos rectas pueden ser coincidentes, parale- 
las, secantes o pueden cruzarse. A los ángulos que determi- 
nan los definimos de manera diferente en cada caso. Así: 


e Si dos rectas son coincidentes o paralelas, forman un án- 
gulo de 0*. 


r 
nn 
a= 0 
A 
ins ib e Si dos rectas son secantes, determinan cuatro ángulos, 
a= 0 
r 
a 
S 
PA 


iguales en pares. Al menor de ellos lo definimos como el 
ángulo entre las rectas. 


e Si dos rectas se cruzan, el ángulo entre ellas es el menor 
de los ángulos que forma la paralela a una de ellas que 
corta la otra. 


Observa que, si tomamos un vector director de r y uno de s, 
el ángulo formado por estos vectores coincide con el ángu- 
lo entre las dos rectas, si es agudo, o con su suplementario, 
en el caso de ser obtuso. 


1 S A TS S 
>» > 
V V o, 
> wm > > 
UU >< V 
> 
u 
—__ »—_AR =Ú 


UV = ÉS u,v = 180“-r s 


El 


E Fig. 5. 


Por tanto, el coseno del ángulo a entre las dos rectas coin- 
cidirá, salvo en el signo, con el del ángulo que forman sus 


vectores directores: 
E EA] 


cos (BS) = cos a = [cos (u, v)| = 


>> >> 
hal |v] hul |v] 


siendo u y v vectores directores de r y s respectivamente. 
Entonces: 


> > 


Ju + v] 


a(1= arccos 


S 1 


“00€ 10, =| 
ful |v] 2 


Siú= (u,, u,, u,) y v = (v,, v,, v,), resulta: 
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X=2- E k 
A A 3 Un vector director es u = (1,3,-2). 
5 2 y = 1 - > 
6 Ey E22=3 E 
S: 
x-y-z=1 
Apliquemos la fórmula del producto escalar para 


* Un vector director de r es v =(5,2,1). I5:14+2:3+1: (2) 


E , dE E e AA 
e Para hallar un vector alrector de la recta s, es- 524 224 12 12 + 324 (22) 
cojamos z como parámetro y resolvamos el sis- 
tema de ecuaciones por el método de Gauss. cos a = 0,439 > a =arccos (0,439) = 63,95" 


] 
| 

. y > > 
Hallemos un vector director de r y otro de s: conocer el ángulo entre los vectores v y U: | 
| 


Las rectas r y s forman un ángulo de 63,95". 


A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A a a 


4.2 Rectas perpendiculares 


En la figura ó podemos observar que dos rectas son perpen- 
diculares cuando sus vectores directores lo son. Pero hemos 
visto que dos vectores son perpendiculares cuando su pro- 
ducto escalar es cero. Entonces: 


Así, podemos afirmar que las rectas r: (x, y, z) = (0, 0, 0) + 
k(3, 2,4) y s: (x, y, Z) = (1, 1, 3) + k(0, 2, -1) son perpendicula- 
res, puesto que sus vectores directores respectivos cumplen MH Fig. 6. 
que: 


(3,2,4)-(0,2,-1)=0 


——_————— —————————————— A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA 


Determinemos la ecuación vectorial de la recta s que pasa por el punto A y corta perpendiculares a la 
recta r, siendo A = (1,0,2) y r: (x, y, z) = (2,1,0) + k(3,2,1). 


B=(2+3k,1+2k,k) 


Ejemplo 8 


El vector (AB) es perpendicular al vector director 
de r; por tanto, su producto escalar será 0: 


(AB) =(1+3k,1+2k,k- 2) 
(1+3k,1+2k,k-2)-(3,2,1)=0 


3+9k+2+4k+k-2=0 
a E E 
Solo existe una recta que pasa por A y corta per- 14k=-3>k=- 7 AB= a ) 


pendicularmente a r. 

Llamemos s a esta recta y B al punto común entre La recta s es: (x, y, z) = (1, 0, 2) + k(5, 8, -31). 
r y S. 

Expresamos el punto B como punto de la recta r: 
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A E A E E A E E 
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Dos planos en el espacio pueden ser coincidentes, parale- 


los Oo secantes. Veamos cómo definimos en cada caso el 


Angulo diedro es la región ángulo entre ellos. 
del espacio limitada por dos 


semiplanos que tienen una e Silos dos planos son coincidentes o paralelos, forman un 
recta común, llamada arista. ángulo de 0. 


Ángulo rectillíneo de un die- e Silos dos planos son secantes, determinan cuatro ángulos 
dro es el ángulo plano que diedros, iguales por pares. Al menor de ellos lo definimos 


obtenemos al cortar el diedro como el ángulo entre los planos. 
con un plano perpendicular 


a la arista. 


Ángulo diedro 


a=0r 2 a=0" 


Ml Fig. 8. M Fig. 9. E Fig. 10. 


A un ángulo diedro le asignamos la medida del ángulo rec- 

tilineo correspondiente. Para obtener la medida de este án- 

Ángulo rectilíneo del diedro gulo utilizaremos el vector normal o característico de cada 
El vector normal uno de los planos. 


es ortogonal al plano A 
Dados 1: Ax + By +Cz+D=0 y Observa en la figura 10 que el ángulo a entre dos planos L, y 


EMPATA MA To L,, con vectores normales (1,) y (1). coincide con el ángulo 
tos de T, el vector determina- entre dichos vectores, si es agudo, o con su suplementario, 


do por estos puntos es en el caso de ser obtuso. 
V=(%) Xp Y27 Y 2,721) 


M Fig. 7. 


Por tanto, el coseno del ángulo a entre los dos planos coinci- 
dirá, excepto en el signo, con el del ángulo que forman sus 
vectores normales. 


Y, por ser puntos del plano, 
cumplen: 

Ax, + By, +CZ,+D=0 

AR By, +62 == D 


Ax,+ By, + C7+D=0 
Ax,+ By, + Cz, =-D 


—__— 


COS (L,L,) = COS A = |cos (n,, n,) [= 


> > 
In,| In,| 


siendo (n,) y (1,) vectores normales de L, y L,. respectiva- 


Calculamos el producto es- mente. Entonces: 


calar del vector normal, n = 
(A, B, C)por el vector v : 
> 


n:v= 
=(4,B,0):(% -X,Y, "Y 2,72,)= Si (n) =(A,B,C,)y (n,) = (A,, B,, C,), resulta: 
=A(x, -X,) + B(y,-y,) + C(z,-z,)= 
=Ax, +By,+Cz,-(Ax, +By, +Cz,)= 
=(-D) - (-D) =0 


> 
Por tanto, el vector n es orto- , 


Dados los planos L,:3x - y + 2z + 1=0 y L,: 2x + y - 5z- 1=0, de- 
terminemos el ángulo que forman. 


gonal a cualquier vector del 
plano. 


| 
| 
( 
Escribimos un vector normal a L,, n:.=(3, -1,2) y otro aL,,n,=(2, y 
1, -5). ¡ 
¡ 
| 
| 
| 
| 
| 


Ejemplo 9 


Calculamos el ángulo que forman (n,) y (n,): 


AAA 


VOLTA NUS 


A A A A A A A A A A A A A o 


A = arccos 


O 
12 
O. 
= 
0 
rr 


4.3 Planos perpendiculares 


En la figura puedes apreciar que dos planos serán perpen- 
diculares cuando sus vectores normales lo sean. Pero hemos 
visto que dos vectores son perpendiculares cuando su pro- 
ducto escalar es cero. Entonces: 


Dos planos L, y L, son perpendiculares si el producto escalar 
de sus vectores normales respectivos, (n,) =(4,, B,, C,) y (n,) 
=(A,, B,, C,) es cero. 


L1Lem):(1)=0844+BB,+C,C,=0 
Entonces, podemos afirmar que los planos L,:2x - 3y+Z-4=0 


y L,: y + 3z - 2=0 son perpendiculares, puesto que sus vec- 
tores normales respectivos cumplen: 


(2,-3,1)-(0,1,3)=0 


O 


Hallemos la ecuación de un plano L,, perpendicular al plano L,: 
x+3y-Z+1+=0 y que contiene a la recta r:(x, y, z) = (1, 3, 4) + 
k(-1, -2, 5). 


A 


Observamos en la figura que solo existe un plano que contenga a 
r y sea perpendicular a L.. 


vector director de r lo serán también del plano. Así, A=(1, 3, 4) es 
un punto de L, y ú = (-1, -2, 5), un vector de L,. 


+ ComoL, ha de ser perpendicular a L, , el vector normal asocia- 
do a L, será un vector director de L,, v=(1, 3, -1). 


Puesto que ú y v no son paralelos, L, es el plano determinado por 
A,ÚyV. 


Li Y 2 = 213/10 AL elo E Ly Lo 


Y su ecuación general dada por el sistema de ecuaciones: 


x=1-1+u 
y =3-21+3pu 
Z=4+51-u 


l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
+ Como L, ha de contener la recta r, cualquier punto y cualquier | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


L,: 13x -4y +Z-5=0. 


A A A A A A A A A a a a a a a a a a a a a a A 


MN Fig.11. 


Si tenemos un plano T 
expresado mediante su 
ecuación vectorial o sus 
ecuaciones paramétri- 
cas, podemos obtener 
un vector normal al plano 
efectuando el producto 
vectorial de sus vectores 
directores. 

Así, SiT:p=2a+AU + pv, un 
vector normal es n =u: v. 
Podemos escribir la ecua- 
ción general de un plano 
conocidos un punto de 
este y un vector normal. 
Por ejemplo, la ecuación 
general del plano deter- 
minado por el vector nor- 
mal n = (1, 0, 3) será: 


TIX+3Z+D=0 


Si además contiene el punto 
P= (0,0, 1), cumplirá: 
0+3:1+D=0;D=-3 
Por tanto, el plano es: 

TX =5 5 VU 
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4.4. Ángulo entre recta y plano 


r Una recta puede estar incluida en un plano o bien ser para- 
lela o secante a él. Veamos cómo definir, en cada caso, el 
ángulo entre ellos. 


e Enla figura 12 la recta está incluida en el plano o ambos 
son paralelos, recta y plano forman un ángulo a de 0* 


e Enla figura 13 la recta y el plano son secantes, definimos 
el ángulo a entre recta y plano como el ángulo menor 
que forma la recta con una línea sobre el plano. 


Observa la figura 14. El ángulo a que forman la recta r y el 
plano L es el complementario del ángulo f que forma la 
recta r con una recta s perpendicular al plano. Además, el 
ángulo entre las rectas r y s coincide con el ángulo entre el 
vector director de la recta r y el vector normal al plano L, si 
es agudo, o con su suplementario, en el caso de ser obtuso. 
Por tanto, el seno del ángulo a coincidirá con el coseno del 
ángulo f . Y este coincidirá, salvo en el signo, con el del án- 
gulo que forman un vector director de la recta y un vector 
normal al plano. 


Ml Fig. 13. 


sen (5 L) = sen A = COS (5 s) = COS f$ =|Icos (v, n)|= 


siendo v el vector director de r, y ñ el vector normal de L. 


[Y + ñl 


Iv! In] 


A = arccos 


, 01€ ES 
2 


Si v =(v,, v,, v,) y n =(A, B, C), resulta: 


Iv, A + v,B + v,Cl 
vv? ES V A? + B?*+ C? 


—— ——— — — — — — — — — A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A 


sen a = 


Calcula el ángulo que forman la recta r y el plano T. 


x=3+k 
r:dy =-2+k TT: 3x-4y+5z-1=0 
AS 


Escribimos un vector director de la recta y un vector normal al plano: 
v=(1,1,0) n = (3, -4, 5) 


Halllamos el ángulo a : 
y, AFD Y Cl 
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5. DISTANCIAS ENTRE ELEMENTOS DEL ESPACIO 


A continuación veremos cómo definir y calcular la distancia 
entre diferentes elementos geométricos del espacio. 


5.1. Distancia entre dos puntos 


Dados A =(a,, a,, a, ) y B=(b,, b,, b.), dos puntos en el espa- 
cio, definimos la distancia entre ellos como sigue. 


La distancia entre los puntos A y B es el módulo del vector 
(AB). 


Esta distancia cumple las siguientes propiedades: 

e d(A,B) > 0, y si d(A,B) = 0, entonces A = B 

e Propiedad simétrica: d(A, B) = d(B, A) 

e Desigualdad triangular: d(A, B) < d(A, C) + d(C, B) 
siendo € = (C,, C,, C.) 

Determinaremos la distancia entre dos elementos cualquie- 

ra del espacio a partir de la distancia entre dos puntos, te- 

niendo en cuenta que siempre se tratará de la menor de las 


distancias posibles entre los puntos de uno de los elementos 
y los puntos del otro. 


5.2. Distancia de un punto a una recta 


La distancia entre un punto P y una recta r, d (P, r), es la mí- 
nima de las distancias entre P y un punto cualquiera de la 
recta. 


e Si P es un punto de la recta r, la distancia es 0. 


e SIP no es un punto de la recta r, la distancia de P a r es el 
módulo del vector perpendicular a r con origen en P. 


Veamos cómo calcular más fácilmente la distancia de un 
punto P a una recta r si el punto no pertenece a la recta. 


Sean un punto Q y v un vector director de la recta. 


Observa la figura. El área del paralelogramo determinado 
por (QP) y por ves el módulo del producto vectorial de am- 
bos vectores, S, =|(QP) : v |. 


Pero el área de un paralelogramo también viene dada por 
el producto de su base por su altura. Entonces, igualando las 
dos expresiones del área y despejando d(P, r), obtenemos 
la distancia buscada: 

[QP - vi 


(EDS 


Y TAMBIÉN: (4? 


Proyección ortogonal 
de un punto sobre una recta 
Dados un punto P y una rec- 
ta r, llamamos proyección or- 
togonal del punto P sobre la 
recta r al punto P”. Este punto 
P' es la intersección de la rec- 
ta r con el plano que contfie- 
ne el punto P y es perpenali- 
cular a ella. 
Para hallar la proyección or- 
togonal del punto P sobre la 
recta r seguimos estos pasos: 
e Hallamos el plano T, per- 
pendicular a r y que con- 
tiene a P. 


e Calculamos el punto P”, in- 
tersección de T y r. 


Así, dados el punto P = (2, 4, 1) 
y la recta r: 
rr(xyz)=(23=1)FK(L2, 
1) para hallar la proyección 
ortogonal procedemos del 
siguiente modo: 
e Hallamos el plano T, per- 
pendicular a r y que con- 
tiene a P. 


Por ser perpendicular a r, 
el vector director de r será 
un vector normal de TT. 
Luego: 
TXtFZY FZED=UO 
Y, como ha de contener el 
punto P, se tiene: 
Así, la ecuación de T es: 
TXPZ2Y+izZz=1L=0 
e Escribimos la recta r me- 
diante sus ecuaciones im- 
plícitas y hallamos el punto 
de intersección de T y r: 
2x-y-1=0 
X-Zz-3=0 
x+2y+z-11=0 


2/8 13 -1 
O 
E 3 >) 
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Y TAMBIÉN: (4? 


Proyección ortogonal de un 
punto sobre un plano 
Dados un punto P y un pla- 
no T, llamamos proyección 
ortogonal del punto P sobre 
el plano T al punto P”. Este 
punto P' es la intersección 
del plano T con la recta que 
contiene el punto P y es per- 

pendicular a T. 

Para hallar la proyección or- 

togonal del punto P sobre el 

plano T seguimos estos pa- 

SOS: 

e Hallamos la recta r, per- 
pendicular al plano T y 
que contiene a P. 


e Calculamos el punto P”, in- 
tersección de r y T. 


Así, por ejemplo, dados el 
punto P y el plano Tr: 
P=(+2,0.3) 

TT: 4x + 2y-42+3=0 
para hallar la proyección 
ortogonal procedemos del 
siguiente modo: 

e Hallamos la recta r, per- 
pendicular a T y que con- 
tiene a P: 


(x yz) = (-2,0,3) + k (4,2, -4) 
e Escribimos la recta r me- 
diante sus ecuaciones im- 
plícitas y hallamos el punto 
de intersección de r y T: 
x-2y+2=0 
X+z-1=0)>)> 
Ax +2y-42+3=0 


"E 


5.3. Distancia de un punto a un plano 


La distancia entre un punto P y un plano L, d(P, L), es la míni- 
ma de las distancias entre P y un punto cualquiera del plano. 


e Si P es un punto del plano L, la distancia es 0. 


+ SiP no es un punto del plano L, la distancia de P a L es el 
módulo del vector (PP* ) con origen en P perpendicular al 
plano. 


Veamos cómo calcular más fácilmente la distancia entre un 
punto P y un plano L si el punto no pertenece al plano. 


sean un punto Q = (q,, 4,, q,) y UN vector normal n = (A, B, C) 
del plano L. 


Observa la figura. La distancia entre el punto y el plano, 
d(P, m1), es el módulo del vector, y a este lo podemos calcular 
a partir del vector y del ángulo a, pues: 


I(PPS | =1(QP) | - cos al 


Pero el ángulo a también puede obtenerse a partir del pro- 
ducto escalar de los vectores (QP) yn : 


ae [0,5 
1QPÍ IL TN 

Así pues, la distancia entre P y L es: 
¡QPÍ In In 


Si expresamos estos vectores en sus componentes y las coor- 
denadas de P son P = (p,, Pp.» P, ). obtenemos: 


¡PP"| = /QPI : 


ppr¡ = 1QP2ml _  (P1"9yP,"9yP-9) (AB, 
Ñ FBI 
pp] = 2(P," 9,) + Blp,- 92) + Clp, - q)! 


VA? + B?+ C? 


Como el punto Q pertenece al plano, se cumple: 
Aq, + Bq, + Cq, + D=0 > Ag, + Bg, + Cq, = -D 


Así pues, la distancia entre un punto P = (p,, p,, p,) y Un plano 
L, de ecuación general Ax + By + Cz+ D=0es: 


5.4, Distancia entre dos rectas 


La distancia entre dos rectas, r y r', d(r, r') es la mínima dis- 
tancia entre un punto cualquiera de r y un punto cualquiera 
de r'. 


e Sillas rectas son coincidentes o secantes, su distancia es 
cero, d(r, r') =0, 


e Silas rectas son paralelas, su distancia se calcula toman- 
do un punto cualquiera de una de las dos rectas, P E r o 
Per, y hallando su distancia a la otra recta, d(r, r') = d(P, 
r)=d(P', r). 


e Si las rectas se cruzan, hemos de deducir una fórmula 
general para calcular su distancia. Así consideramos un 
punto A y un vector director v de la recta r y un punto A' y 
un vector director (v') de la recta r'. 


E Fig. 17. 


r 


Unimos los puntos A y A”. El volumen del paralelepípedo de- 
terminado por [AA] ,V y v' es el valor absoluto del producto 
mixto de estos vectores, V, = |[[AA'] - v: v"]. 


Pero este volumen también se calcula mediante el produc- 
to del área de la base por la altura, V, = |v- v"| - d(x r'). Por 
tanto: 


NN A RS A e o dl 


Calculemos la distancia entre la recta r:(x, y, z) = (2, 1,3) +k(2, -1, 


1) y la recta r':(x, y, z) = (-1, -1, 4) +k (1, 3, -2). 

En primer lugar, determinamos su posición relativa. Para ello, com- 
probamos si sus vectores directores son paralelos: 

v=(02- LD 2.1.4 | 

MA — AÁTÁ— DTyr se cortan o se cruzan. 

Y =(13,2) 1* 3” 2 

Escogemos un punto A de r y un punto A' de r' y vemos la posición 
de las rectas: 


Zi 3 2 L-3 

at 3 2l=| 0. 

6 | 2 2 
0.0.0 


Dado que la matriz tiene una fila nula, AN =kv + mv, por tanto, las 
rectas se cortan: d(r, r')=0 . 


A A A E A E A SA A A A EE A O E 


Dadas dos rectas r(A; v) y 
r'(A'; v): 


E apa 
Ax+By-Cz+D,=0 


a ld id 
AXABy=C 2D =0 


Para determinar su posición 
relativa, consideramos la ma- 
triz M y la matriz ampliada M”, 
asociadas al sistema forma- 
do por las ecuaciones implí- 
citas de r y r”, y hallamos sus 
rangos: 
e Las rectas son coincidentes 
si rang (M) = rang (M”) = 2. 
e Lasrectas son paralelas si 
rang (M) = 2 y rang (M”) =3. 
e Las rectas se cortan en un 
punto si 


rang (M) = rang (M”) = 3. 
e Las rectas se cruzan si 

rang (M) = 3 y rang (M”) = 4. 
También podemos efectuar 
la siguiente clasificación: 


r (A; v) yr(A; v) 


Se cortan 
Se cruzan 


Coincidentes 
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El método científico es in- 
ductivo: el científico realiza 
experiencias en las que va 
modificando de una en una 
las variables que pueden in- 
fluir en el experimento, hasta 
inducir una ley que las rela- 
ciona. La ley inducida, para 
que sea cierta, debe cumplir- 
se siempre y ser reproducible 
en otras condiciones. 

Pero no siempre los científicos 
utilizan el método inductivo; 
por ejemplo, Einstein elaboró 
la teoría de la relatividad es- 
pecial utilizando un método 
deductivo, partiendo de dos 
postulados y desarrollando 
la teoría de forma teórica. 
También Newton utilizó este 
método para enunciar la ley 
de gravitación universal. 


Para determinar la posición 
relativa de los planos L y L' 
consideramos la matriz M y la 
matriz ampliada M', asocia- 
das al sistema formado por 
las ecuaciones generales de 
L y E”, y hallamos sus rangos: 
: Ax+ By+ C2Z+D=0 
¡AX FByFCZ+D=0 
Si rang (M) = rang (M”) = 1, 
los planos son coincidentes. 
Equivale a: 


Si rang (M)= 1 y rang (M”)=2, 


los planos son paralelos. 
Equivale a: 


Si rang (M) = rang (M”) = 2, 
los planos se cortan en una 
recta. 


Equivale a: 
A 
A B' a A C O r C' 


5.5. Distancia entre dos planos 


Para calcular la distancia entre dos planos cualquiera, he- 
mos de tener en cuenta su posición relativa. 


e Silos planos son coincidentes o secantes, su distancia es 
cero, d(L, L' )=0. 


e Si los planos son paralelos, calculamos su distancia to- 
mando un punto de uno de los planos y hallando su dis- 
tancia al otro plano: 


d(L, L) =d(PB,L' ) =d(P”, L), siendo PELyP'EL 


[! 


d(L,L)=0 


(BL): dp) 


————— ——— ———————————— A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A 


Hallemos la distancia entre los siguientes planos: 
L: 2x— 4y +42+3=0yL"x-2y+2z-1=0 
Resolvemos: 
Como se cumple la relación: 
2 4 4 5 


—=— =-—-2%£-— BDlos planos L y L' son paralelos. 
z > > E E p y p 


Consideramos un punto P” de L”, por ejemplo P' = (1, 0, 0), y halla- 
mos la distancia desde este punto P' a L: 


| | I2-11-4:04+4:0+3] 5 
dIL, LI =d(P", Dy= AAA 


y 22 + (-4)2+ 42 6 


Otra manera sencilla de calcular la distancia entre dos planos pa- 
ralelos, L: Ax + By + Cz+ D=0 y L': Ax + By + Cz + D' = 0, consiste 
en utilizar sus distancias al origen de coordenadas. As,í obtenemos 
la expresión: 


ID - D'] 
V A? + B?+ C? 


Así, por ejemplo, la distancia entre los planos L: x + 3y - V6z-4=0 
yL:x+3y- vV6z+1=068s; 


d(L, L) = 


|-4 - 1] 5 
V1+9+6 + 


== E ss o lt E a a a a a E a SS it 


Ejemplo 14 


5.6. Distancia entre recta y plano 


Observamos las posiciones relativas de una recta y un plano para deducir cómo calcular 


las distancias. , 


d(nL)=0 


mm Fig. 19. ii 


e Si la recta está incluida en el plano o si la recta y el plano son secantes, su distancia es 
cero, d(r, L) = 0 


e Sila recta y el plano son paralelos, calculamos su distancia tomando un punto P cualquie- 
ra de la recta r y hallando su distancia al plano L. 


d(r, L) = d(P, L) donde P Er 


——————— — ————————— A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AA A 


Hallemos la distancia entre: 
a. La recta r:x- 2= y =Z + 1 y el plano L: x+ y -22+3=0. 


b. La recta r:(x, y, Z) = (2, 1, 0) + A(1, 4, -3) y el plano L:x+ y + 2z-1=0. 


Resolvemos: 


a. Escribimos las ecuaciones implícitas de la recta r y consideramos la matriz M y la matriz ampliada M', 
asociadas al sistema formado por las ecuaciones de r y L, para hallar su posición relativa. 


x-y-2=0 1-1 0]|2 1-10 2 
ro M = 1.0 -1]/3 M' = 0. 1 -1 1 
X-zZ-3=0 
1.1 -21-3 00 O. 1 
Como M tiene dos filas no nulas y M' tiene tres, r y L son paralelos. 


Para hallar la distancia de r a L, calculamos la distancia de un punto de la recta al plano L; considera- 
mos, por ejemplo, P = (2, O, -1). 


| 1241-04 (2): +31 T 0x6 
A A A e o A 
: di 12 + 124 (2) v6 6 


b. Consideramos el vector director de la recta, v =(1, 4, -3), y el vector normal del plano, n SS (Lil 2 ly 
efectuamos su producto escalar. 


(11431 LIS: 


La recta y el plano no son paralelos y, por tanto, d(r, L) = 0. 


9, Determina, la distancia entre la recta r y el plano x. 

xX+y+3=0 

Fe dl x:3x+y-z+4=0 
2X=zZ=U 


Sa a | y Z a 
TO EA E 


a. Halla la ecuación general del plano x que contiene a r y es paraleo a s. 


10, Sean las rectas rr: 


b. Determina la distancia del plano x a la recta s. 
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Geometria en el espacio 


Ángulos Distancia 
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Problemas resueltos Ú 
A 


1. Halla la ecuación de la recta que contiene el punto A =(2, -3, 0) y corta las rectas r y r'. 
r:(xy,Z2)= (5,3, -1) +k(1, 1,1) 


I X-2 
r: = 
1 4. Z 


yz. Z 


Así, observamos que la recta que buscamos, a la 
que llamamos s, es la intersección de los planos L y 
L', siendo L el plano determinado por la recta r(P;v) 


y el punto A y L' el determinado por la recta r'(P';y') 
y el punto A. 


Ecuación del plano L 

Además del punto A=(2, -3, 0) y del vector v =(1, 1, 1). 

otro vector director puede ser (AP), siendo P =(5, 3, -1): 
ú =(AP) =(5 -2,3- (-3), -1-0)=(3, 6,-1) 

La ecuación vectorial de L(A;v,u) es: 

(Xx y, z) = (2,-3,0)+4(1, 1, 1) +16, 6, -1) 

Y su ecuación general es: 

L:7x - 4y - 3z-26=0 

Ecuación del plano L' 

Además del punto A=(2,-3,0) y del vector v' =(1, 4, 2), 

otro vector director puede ser (AP, siendo P'= (2, -2, 0): 

u' =AP' =(2 - 2, -2 - (-3),0-0)=(0, 1,0) 


La ecuación vectorial de L'(A; YU ) es: 
(x y Z) = (2, -3,0) + 4(, 4, 2) + u(0, 1, 0) 
Y su ecuación general es: 
L:2x-z-4=0 
La recta s es la intersección de los planos L y L'. Por 
tanto, sus ecuaciones implícitas serán: 


7x-4y-3z-26=0 
s= 
2x-Zz-4=0 


2. Determina el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto A. 


A=(1,1,2) 


, 


x-y-1=0 
Fr = 
x+z-2=0 


nn =--j+ko(-1,-1,1) 


IA El plano será: -x- y +Zz+D=0. Como A = (1, 1, 2) 


El vector director v de la recta será el vector normal 
del plano que buscamos. Para calcularlo, tenemos 
en cuenta que podemos interpretar las ecuaciones 
implícitas de la recta como las ecuaciones generales 
de dos planos cuya intersección es r. 

Observamos que el producto vectorial de los vecto- 
res normales de estos planos nos da directamente el 


vector director de la recta: 


pertenece al plano, -1-1+2+D=0=D=0. Así: 


L:x-y+z=0,0bien,L:x+y-z=0 


Prohibida su reproducción 


y problemas 


15 Rectas y planos en el espacio 


1. Dados los puntos A = (3, 1, 0), B = (0, 2, 1) y 
C = (1, 4, 2), comprueba si pertenecen a ro a r. 


3x+ 2y-11=0 x =3k 
El 2y-3z-2=0 r:i4 y=2+k 
Z=1+k 


2. Determina m y n de forma que la recta r pase 
por el punto A = (3, 2, -4). 


r: (x yz) = (3, m, -1) +k (n, 1, -3) 


3. Determina la ecuación de la recta que pasa por 
los puntos A = (2, 1, 0) y B= (0, 3, 2) y exprésala 
como intersección de dos planos. 


A, Escribe las ecuaciones generales de los planos 
determinados por: 


a. El punto A = (1, -1, 3) y los vectores directores: 
u=(2,1,0) Y v=(1, 4,-2) 

b. Los puntos A= (3,1,0),B=(0,1,0)yC= (1,1, 1). 

C. El punto A = (3, 1, 4) y la recta r. 


dl. El punto A = (2, 4, 0) y que es paralelo al pla- 
no de ecuación Tí: 3x - 2y + 5z+1=0. 


5. Determina la ecuación del plano con vector di- 


rector u' = (1, 2, 3) y que contiene la recta que 
pasa por el punto P = (1, 1, 1) y tiene como vec- 
tor director v' = (1, 1, 1). 


6. Di si las rectas r y r' determinan un plano. 


5x+y-7=0 Xx-y+z-1=0 
r, r, 
7=() Zz=0 


Prohibida su reproducción 


Determina la posición relativa de las rectas de 
RE.TYE: 


Determina la posición de estos pares de rectas y, 
si son secantes, halla el punto de corte: 


IF Z)= 11, 74,0) +*kK(2. 3,1) 


E E 
yz) =(4L3)+FE(S,-=5,0) 


al. x =3k 
1 y=1-5k 
z=2+4k 
pi x-1 E ad 
1 -3 2 
e. r:(xy,z)=(2,0,-3)+k(1, 5, -4) 


| x-y-2=0 
Ps 
x+z+1=0 
Considera las rectas r y s: 


Xx EYT+Z=EZ Bx-y-z=1 
a 


y S 
X+2y-3z=8 X-Y+Z=-2 


—Halla el valor del parámetro KB para el que se 
cortan y calcula su punto de corte. 


. Calcula la ecuación de la recta que pasa por el 


origen de coordenadas y es paralela a la recta 
intersección de los siguientes planos: 
L:x+2z+1=0 


L,: x+ 3y-z+2=0 


—Describe el procedimiento empleado. 
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13. 


14. 


15. 


. Da la posición relativa de los siguientes planos: 


a. L:3x-2y+z-3=0 


L:x+y -2=0 

b. XxX =A+u 
L:4 y=3-p L:x-y-Zz-3=0 

ZE ME ZU 


C. L:(%yzZ)=(1,-7,0)+1(1, -3, 4) + u(2, -1, 0) 
L: 4x+8y+5z-3=0 
Considera la recta r y explica por qué el plano T 
la contiene para cualquier valor de A. 
ax+by+cz=d 
h rra 
L: (a+ 2a)x+(b+Ab5)y+(c+Ac)z=d>+Ad 


Calcula la ecuación del plano que pasa por el 
punto (0, 1, 2) y contiene la recta r. 


ORINA 
el 
x+y-z=1 


Determina el valor de f para que los tres planos 
siguientes se corten en una misma recta: 


L:x+y =1;L,:fx+z=0 
L.:x+(PB +1)y+fz=PB+1 


Halla las ecuaciones de las dos rectas en que el 
plano L,, de ecuación L,: x + y + z= 1, corta los 
planos L,:x- y - z=0yL,:x- y +z=0, y averigua 
la posición relativa de dichas rectas. 


Estudia la posición relativa de las rectas y los pla- 
nos cuyas ecuaciones respectivas son: 
a. L:x+3y+z-1=0 b. L:5x+y =0 
2x-y+z-4=0 xX-5y+3=0 
Ñ x+y=0 e zZ=0 


, Halla el valor de m para que s y s' sean paralelas. 


s:(X% y,z)= (3,2, 1) + k(44, 1, 9) 
[AFD LAU 
si 
Z2x-y+z-1=0 


17. Considera las rectas r y s, y determina para qué 


valor de m están contenidas en un mismo plano. 


pp Xx1_y__ z-m 
3 2 -1 

a X O o 
2 m 2 


-=Si m = 1, halla la ecuación de la recta que pasa 
por el punto A = (1, 1,2) y cortaary as. 


18. Calcula el ángulo formado por las rectas r y s en 


cada uno de los siguientes casos: 

a (yz) =.(-L 0, -3)+k(3,2,2) 
s: (X y, z) = (2,-3,0) + k(2, -2, -1) 

E x-1 _y+3_ z-1 
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Cc. La recta r pasa por los puntos A = (1, 0, 3) 
y B= (2, 1, 1) y las ecuaciones implícitas 
dessonx=0ey=3. 


19. Calcula el ángulo que determinan en cada 


caso los siguientes pares de planos: 

a. L:x-2y+zZz+3=0yL:y+z-1=0 

b. L: (x y,z) = (3, 1,5) +A(1, -3, 4) + u(0, 1,0) y 
ix ="0 


20. Determina el ángulo que forman la recta r y el 


plano L en los siguientes casos: 
dl. E (YZ)= (2, 1,0 Ek L 2,4) 
L:x-y+3z-1=0 


e x+Y23S=0 1:3x-241=0 


2x+z-1=0 


Cc. r(xyz)= (3,-2,0) + k(1, 4, -3) 
L:(yz)= (4,1,0)+4(1, -2,1)+ u(3,0,1) 


21. Determina la ecuación de la recta que pasa por 


el punto A = (2, 1, 0) y corta perpendicularmente 
a la recta r : (Xx, y, z ) = (2, 3, -5) + k (1, 2, -3). 
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6 Para finalizar 


: (4) Encuentra la ecuación de la recta s que (5) Halla la ecuación del plano que pasa por 


pasa por un punto A=(1,1,1), es paralela el punto A = (1, 2, 3) y es perpendicular al 
al plano L y está situada en el mismo plano eje OZ. 
que la recta r. 
L:x-2y-z=0 6) Calcula el perímetro P del triángulo cuyos 
Xx -1 y 7 vértices se sitúan en los puntos: A = (2, 1,5); 
r: 1 == (01) = (2 ION 


O) Considera las rectas r y s dadas a conti- 
nuación, y describe sus posiciones relati- 
vas según el valor del parámetro m. Halla 
el punto de corte, si existe. 


y 0 
e Xx+y+z-1=0 P = (3, 4, 1), calcula la distancia entre ellos 
y halla el plano L que los contiene a ambos. 


(7) Calcula la distancia del punto A = (1, -4, 2) 
ames (1, 0, 0) +k (2, 3, 1). 


(8) Dados la recta r: ( zoN 


y= 47 y el punto 


-2-2=0 
5: e 


NN O Calcula la distancia del punto A = (3, O, -2) 


! O Halla el plano L perpendicular a la recta al plano L: 3x-y+z+1=0. 


s y que pasa por el punto B =(0, 1, 2) y el 
plano L' que contiene a s y es paralelo a s'. 


e OS 


Halla la ecuación de la recta s que pasa por 
el punto A = (1, 0, -2) y corta las rectas r y r”. 


x-y+z-3=0 SAS CO, L, 1) +k (EL 1,3) 
sis LO A 
Lx +y+2z-1=0 2 1 A 


) Halla la ecuación de la recta s que pasa 
por un punto A = (1, 1, 1), es paralela al 
plano L y está situada en el mismo plano 
que la recta r. 


AUTOEVALUACIÓN 


Reflexiona y autoevalúate en tu cuaderno: 


: (4) Determina las ecuaciones de todos los pla- 
nos paralelos cuya distancia al plano 
L:2x- 3y+z-1=0 sea igual a 3v 2. 


e Trabajo personal e Trabajo en equipo 


- ¿He respetado las opiniones 
ol de los demás? 


: e Escribe la opinión de tu familia. e Pide a tu profesor o profesora suger- 
778] encias para mejorar y escríbelas. 
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Y SOCIEDAD 


ZONA + 


planos y puntos 


Los Simpson y las tres dimensiones 


Seguramente conoces a los Simpson, la familia 
de la serie animada creada por Matt Groening. 
pero ¿sabías que varios de los escritores de la 
serie son expertos matemáticos? Estos escritores 
no se han olvidado de su amor por los núme- 
ros mientras crean los episodios de la serie, y 
frecuentemente insertan chistes, bromas, o re- 
ferencias matemáticas que pueden fácilmente 
pasarse por alto. 

Quizá el más conocido y claro ejemplo se en- 
cuentra en el episodio La casita del horror Vil, 
donde Homero cruza un extraño portal que lo 
transporta a la hasta entonces desconocida ter- 
cera dimensión. En este lugar, parecido a una 
simulación por computadora, se pueden ver 
muchos cuerpos geométricos, ecuaciones y fór- 
mulas que atemorizan a Homero. 


Y SENTIDO CRÍTICO 


El poema de un ingeniero 


El siguiente poema se encuentra en el libro 
El Club de la Hipotenusa de Claudi Alsina, y se 
acredita al ingeniero Frederic Massalle Guarné. 
Cuenta sus sílabas y encuentra su secreto: 


Vas a leer, y jamás desprecia 
el timado ardid, muy fácil memorial, 
indicando función diametral 
que «pi» —del alfabeto— llamó Grecia 
al darnos pura luz, que aparecía 


con la fecunda Geometría. 


http://goo.gl/DobsvMe 


Y SIYO FUERA... 


Ingeniero mecánico 


http://9go0o0.gl/vcBrMA 


El trabajo de un ingeniero mecánico consiste en 
el diseño y fabricación de maquinaria de la más 
variada clase, desde engranajes hasta aviones 
comerciales. Para diseñar esta maquinaria, el in- 
geniero mecánico debe modelar cada pieza y 
cada tornillo, para después, mediante tornos e 
impresoras 3D, llevarlos a la realidad. 

Al elaborar las piezas, un ingeniero mecánico 
debe ser capaz de trazar figuras geométricas 
con precisión, y describir la posición relativa de 
las líneas de su diseño, pues un par de líneas 
paralelas pueden determinar el funcionamiento 
correcto de una gran máquina. 
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CONTENIDOS: 


Sucesos 


1.1. Suceso seguro y suceso imposible 

1.2, Operaciones con sucesos: 

1.3. Sucesos compatibles y sucesos incompatibles 
1,4, Sistema completo de sucesos 

Probabilidad 

2.1. Definición experimental 

2.2. Definición axiomática 

2.3. Propiedades de la probabilidad 

Probabilidad condicionada 

3.1, Concepto 


3.2. Propiedades de la probabilidad condicionada 


3.3, Sucesos dependientes y sucesos independientes 
3,4. Teorema de la probabilidad total 

3.5. Teorema de Bayes 

Variables aleatorias 

4.1. Concepto 


4.2. Tipos de variable aleatoria 


Distribución de probabilidad de una variable aleatoria 
discreta 


5.1. Función de probabilidad 


Distribución de probabilidad de una variable aleatoria 
continúa 


6.1. Función de densidad 
Parámetros descriptivos 

7.1. Esperanza 

7.2. Varianza 

Distribuciones discretas 

8.1. Distribución de Bernoulli 

8.2. Distribución binomial 

8.3. Distribución de Poisson 
Variable estadística bidimensional 
9.1. Organización de datos 

9.2. Análisis de datos 

9.3. Interpretación gráfica de la relación entre variables 
9.4, Coeficiente de Pearson 

9.5. Regresión lineal 


. Cid ¡ 
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1 Ea 
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Web: 


Aquí puedes reforzar varios temas sobre pro- 
babilidad: — hitp://pendientedemigracion.ucm. 
es/info/genetica/Estadistica/estadistica_basi- 
cavo201.tm: 


Libro: 

Varios ejemplos de la aplicabilidad de la 
probabilidad puedes encontrarlos en esta 
lectura muy interesante; entra en el siguiente 
link: http://www2.cab.cnea.gov.ar/divulgacion/ 
probabilidades/m_probabilidad_f1.html 


El estudio de probabilidad permite prede- 


cir el resultado de experimentos aleatorios. 
El azar es parte muy importante en juegos 
de mesa y de casinos, por ejemplo, al lan- 
zar los dados. Mediante estudios probabi- 
lísticos podemos calcular estrategias para 
obtener resultados deseados en un experi- 
mento aleatorio. 


¿dp 


http://9go0o0.gl/NN4wzy 


|. SUCESOS 


Al repetir un mismo experimento en igualdad de condiciones, es posible obtener siempre el 
mismo resultado, o bien, que este sea imprevisible. En el primer caso, decimos que el experi- 
mento es determinista. En el segundo, decimos que es aleatorio. 


El primer paso que hay que efectuar para estudiar un experimento aleatorio consiste en 
determinar el conjunto de resultados posibles. A cada uno de ellos lo llamamos suceso ele- 
mental, 


Al conjunto de todos los resultados posibles lo denominamos espacio muestral y lo represen- 
tamos por la letra E, o por la letra griega 42. 


Así, por ejemplo, en el experimento aleatorio que consiste en lanzar un dado y observar su 
puntuación, el espacio muestral es: 


Q0=[1, 2,3, 4, 5, 6) 


Consideremos ahora la situación A: obtener un número par. Podemos expresarla mediante 
el conjunto A =f2, 4, 6), que es un subconjunto de (), 


Llamamos suceso a cualquier subconjunto de (1, es decir, a cualquier conjunto de resulta- 
dos posibles. A los sucesos los representamos mediante letras mayúsculas. 


Decimos que un suceso se cumple u ocurre al realizar un experimento aleatorio si el resulta- 
do obtenido forma parte de dicho suceso. 


————_——— — ——————— — A A A AA AA A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AAA 


' ' Y 
Tenemos una urna con ocho bolas numeradas de la 1 a la 8. El experimento consiste en extraer 
una bola y observar su número. 


a. Determinemos el espacio muestral del experimento y definamos por extensión los siguientes 
SUCesos: 


A: sacar un número menor que 5 B: sacar un número par 


A y B. 
e Losresultados posibles son los números del 1 al 8. Entonces: 
1 =(1,2,3,4,5,6,7,8) 


Por consiguiente: 


A=[1, 2, 3, 4) B=[2, 4, 6, 8) 
Se cumplen los sucesos tales que ocho sea uno de sus elementos. Así pues, se cumple B, 
pero no A, ! 


l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
b. Al extraer una bola de la urna observamos el número 8. Indiquemos si se cumplen los sucesos ; 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


1. Realizamos el experimento aleatorio en el que extraemos una carta de una baraja y miramos su palo. 


a. Determina el espacio muestral. 


b. Define los sucesos A: sacar diamantes y B: sacar corazones o tréboles. 
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Cc. Alextraer una carta, obtenemos un trébol. Indica si se cumplen los sucesos A y B. 


1.1. Suceso seguro y suceso imposible 


De entre los sucesos que podemos considerar al realizar un experimento aleatorio, hay algu- 
nos que poseen características especiales. 


Vamos a estudiar estos sucesos tomando como ejemplo el experimento que consiste en 
lanzar un dado. 


Ejemplo 


Llamamos suceso seguro al que contiene todos los re- 
sultados posibles del experimento. Este suceso se cum- 
ple siempre y coincide con el espacio muestral (2. 


Llamamos suceso imposible al subconjunto de (2 que 
no contiene ningún resultado posible del experimen- 
to. Este suceso no se cumple nunca y coincide con el 
conjunto vacío Q. 


1.2. Operaciones con sucesos 


Hemos visto que los diferentes sucesos asociados con un experimento aleatorio son subcon- 


juntos del espacio muestral (2. 


El suceso A: Sacar un número menor o igual que seis 
está formado por todos los resultados posibles del ex- 
perimento: 


A =[1,2,3,4,5,6) 


Este suceso se verifica siempre. 
El suceso B: Sacar un cero no está formado por nin- 
gún resultado posible del experimento: 

B=0Q 


Este suceso no se cumple jamás. 


NW Tabla 1. 


Por tanto, a realizar con ellos las E erecón habituales con conjuntos. 


A A unión de 
los sucesos A y B al 
suceso formado por 
todos los resultados 
que están en A o en 
B. Lo representamos 
por AUB. 

El suceso AUB se 
cumple si se cum- 
plen A o B. 


o Diferencia 


Llamamos diferencia 
entre el suceso A y el 
suceso B al suceso 
formado por todos 
los resultados que es- 
tán en A, pero no en 
B. Lo representamos 
como A-B. 

El suceso A-B se cum- 
ple si se cumple A 
pero no se cumple B. 


o Intersección 


Llamamos intersec- 
ción de los sucesos 
A y B al suceso for- 
mado por todos los 
resultados que es- 
tán en A y en B a la 
vez. Lo representa- 
mos por ANB. 

El suceso AMB se 
cumple si se cum- 
plen simultánea- 
mente A y B. 


Complemento 


Llamamos 


comple- 
mento o contrario del 


suceso A, y se repre- 
senta por A o AS, al su- 
ceso formado por to- 
dos los resultados del 
experimento que no 
están en A, es decir, a 
la diferencia (2 - A. 

El suceso A“ se cum- 
ple si no se cumple A. 


E Tabla 2. 
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Propiedades de las operaciones con sucesos 


Podemos demostrar que las operaciones anteriores cumplen las propiedades de la siguien- 
te tabla. 


AUVY=A ANQ=A 
AUA=0 ANA=08 


AUB=BNA ANB=BUA 
(AUB)J=B*NAS (ANB)J=B“UAS 


E Tabla 3. 


Tomemos una carta de una baraja inglesa y ob- 
servemos su palo. Efectuemos las siguientes ope- 
raciones con los sucesos P: sacar corazones, Q: 
no sacar espadas y R: no sacar ni diamantes ni 
espadas. 

a. R b. RUQ c. RNQ d.Q-P 


Lanzemos un dado y observemos su puntuación. 
Comprobemos que se cumplen las leyes de De 
Morgan con los sucesos A: sacar 2 o 3 y B: sacar 
más de 4. Ñ Ñ 

Expresamos los sucesos A, A, B y B por extensión: 
A=(2.31:4=11,4,5:6) Q= (1, 2,3, 4,5, 6) 
B=(5,6);B=(1,2, 3, 4) 

Así pues, para la primera ley de De Morgan: 
AUB=0-(AUB)=0- (£f2, 3) U [5, 63) = [1, 4) 
ANB =(1,4,5,6) NM f1,2, 3,4) =(1, 4) 


Si designamos por D (diamantes), € (corazones), 
E (espadas) y T (trebol) los cuatro palos de la ba- 
raja, tenemos que: 

Q =(D, C, E, T) 
Así pues: 

IA 

De esta manera: 
a.R=0—R=(D,C,E,T)-(C,TjP=(D, E) 
b.RUQ=([(C, TPU[D, C, T j =D, C, T) 
c.RMNQ=(C,TINM(D,C, TP=(C, T) 
d.Q-P=fD,C,Tj-—(Cj3=(D, T) 


En efecto: AUB=ANMB 


De igual forma, para la segunda ley de De Morgan: 
ANB =0 -(ANB) = Q -((2, 33M f5, 6) =0-V0=0 
AUB=(1,4,5,6)U(1,2,3,4)=f1,2,3,4,5,6)=0Q 


2. Deuna bolsa donde hay veinte bolas numeradas del 1 al 20, 
extaemos una. Comprueba que se cumplen las propieda- 
des asociativa y distributiva con los sucesos A: obtener núme- 
ro par, B: obtener número primo y C: obtener un número tal 
que la suma de sus cifras sea 5. 


A e -— AA A O =  __<4<*-A A A A A A ÉKá«ká-=P ER... A  —_ A 


Ejemplo 4 


1.3. Sucesos compatibles y sucesos incompatibles 


Dos o más sucesos son compatibles, si pueden cumplirse si- 
multáneamente; es decir, si tienen al menos un resultado co- 
mún. Caso contrario, son incompatibles o mutuamente ex- 
clusivos y su intersección es el conjunto vacío /. 


Considera el experimento consistente en lanzar un dado. Los 
sucesos A =12, 3) B =(1, 2) y C =[4, 5) cumplen lo siguiente: 


A y B son compatibles, y B y C son incompatibles, B N C = 6. 


Sean ahora los sucesos D =f1, 2) E =14, 5] y F =f63. Observa 
en la figura 1 que todas las parejas posibles que se pueden 
formar entre estos sucesos (D y E, D y E E y F) son incomparti- 
bles, ya que sus respectivas intersecciones son Q. 


Decimos que tres o más sucesos son incompatibles dos a dos 
si es incompatible cualquier pareja que se pueda formar en- 
tre ellos. 


1.4 Sistema completo de sucesos 

Considera de nuevo el experimento que consiste en lanzar un dado. Los sucesos G =f1, 2, 3), 
H =14, 5) e I= [6] cumplen lo siguiente: 

e Suunión es el espacio muestral: GUHUI= 0 Sl 

e Son incompatibles en pares. GNH=0,GNI=0,HNI=0 S2, 

Decimos que G, H e I forman un sistema completo de sucesos. 


Si 0 es el espacio muestral de un experimento aleatorio, los sucesos A,.....A_ forman un siste- 
ma completo de sucesos solo si se cumplen las siguientes condiciones: 


*AU..UA=0, 


* A,,.. A, son incompatibles dos a dos. 


Extraemos una bola de una urna donde hay una bola blanca (B), una roja (R) y una negra (N). Averigúe- 
mos si son compatibles o incompatibles los sucesos U =( B,R) V=(R,Njy W=f[ B, N). 


e ¿Forman Ú, V y W un sistema completo de sucesos? 


Para Tenemos que U N V N W = 4. Por tanto, U, V y W son incompatibles. 


e Para ver si U, V y W forman un sistema completo de sucesos debemos comprobar S1 y S2: 
S1:UUVUW=(B,RJU(R,NJU(B,N =(B,R, N]= (> Se cumple. 
S2:UNV=(R _VNW=(NjyUNMW=(Bj => No se cumple. 


3. Dado el experimento que consiste en extraer una carta de una baraja de cartas y los sucesos A: 
obtener un rey, B: obtener corazones o espadas, C: obtener una letra y D: obtener el tres de trebol, 
indica si los siguientes sucesos son compatibles o incompatibles: 


a. Ay B b. A y C c.ByD d. A,CyD e. A,B y C f.AByD 


Prohibida su reproducción 


A > E OTO0Én—— o A DE A A A 
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2. PROBABILIDAD 


Inicialmente, nos referimos a la probabilidad como una medida del grado de certeza sobre 
la ocurrencia de un suceso o no. Recordemos las definiciones experimental y axiomática de 
la probabilidad. 


2.1. Definición experimental 
Efectuamos varias series de N realizaciones de un experimento aleatorio: 


e Al número de veces que se cumple un suceso A en cada una de ellas lo llamamos fre- 
cuencia absoluta de A y lo simbolizamos por n,. 


e Al cociente entre las frecuencias absolutas y el número de realizaciones, N, del experi- 
mento lo llamamos frecuencia relativa del suceso A y lo simbolizamos por f.. 


A medida que aumenta el número de realizaciones del experimento, las frecuencias relati- 
vas de un suceso tienden hacia cierto valor. Esta propiedad permite dar la siguiente defini- 
ción experimental de la probabilidad de un suceso: 


Dado cualquier suceso Á asociado con un experimento aleatorio, llamamos probabilidad 
de A, P(A), al número hacia el que tienden las frecuencias relativas de A al aumentar el nú- 
mero de realizaciones del experimento. 


2.2. Definición axiomática 


Aunque la definición experimental que acabamos de estudiar parece satisfacer la intuición, 
tiene ciertos inconvenientes: 


e Sería necesario repetir infinitas veces el experimento para conocer el límite de las frecuen- 
clas relativas, lo que no es factible. 


e Nada nos asegura que la regularidad de las frecuencias relativas sea cierta para cual- 
quier número de repeticiones del experimento. 


Para superar estos problemas, damos una definición axiomática de la probabilidad de un 
suceso, matemáticamente mucho más rigurosa. 


Dado el espacio muestral (2 asociado con un experimento aleatorio, llamamos probabilidad 
a una función: 


P:P(0)>=R 
A=>P(A) 


Que asocia a cada suceso A un número real llamado probabilidad de A, P(A), y que cum- 
ple los siguientes axiomas: 


e La probabilidad de cualquier suceso A es positiva o cero: P(A) > 0 


e La probabilidad del suceso seguro vale 1: P(Q) = 1 


e La probabilidad de la unión de un conjunto (finito o infinito) de sucesos incompatibles dos 
a dos, A.,..., A... es la suma de las probabilidades de los sucesos: 
PA, UA UA JPA JTP) EPIA) 


2.3. Propiedades de la probabilidad 


Las principales propiedades de la probabilidad son: 


Demostración de P2. 


e Las probabilidades de los sucesos A y Asuman 1: ACB=P(A)<P(B) 
P(A) + P(AS)=1 Si A C B, de la figura 2 se 
ded 
e La probabilidad de un suceso A contenido en otro suceso Ñ ea U(B=A) 


B es menor o igual que la probabilidad de Bb: 
ACB=>P(A) <P(B) 


e La probabilidad de la unión de dos sucesos compatibles 
A y B es la suma de sus probabilidades menos la de su 
intersección: 


P(AUB)=P(A) +P(B)-P(An B) E Fig. 2. 
Estas propiedades son fáciles de demostrar a partir de la Luego: 
definición axiomática de probabilidad. Aquí podemos ver, a P(B)=P (AU(B-ANÓ) 


Puesto que A y B - A son in- 
compatibles, aplicando el 
axioma A3 tenemos: 

P(A U (B - A)) =P(A) + P(B - A) 


modo de ejemplo, la demostración de la propiedad 2: 


A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A a A A A (E E A E 


Halla la probabilidad de los sucesos CS, C A C* y B, sabiendo que: 


Así, de yQ) obtenemos que: 
P(B)=P(4)+P(B-A) 6) 
Finalmente, como por el axio- 
ma A1 se cumple que P (B - 
A) > 0, de G) se deriva que: 


P)=Z  PANBI=ZF PUBIS  P(O=+ 


Como consecuencia de la propiedad P,. tenemos que: 


P(C)+P(C)=15P(C)=1-P(C)= 1 = 


Puesto que CN C* = /H y sabemos que P (0H) = 0, entonces: 


P(B)=P(A) 


PTENCI=P(0)=0 
De acuerdo con la propiedad P, de la probabilidad: 
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) 


Por consiguiente: 


4. De una baraja se extrae una carta al azar yse 5. Se sabe que la probabilidad de que un estu- 


| 
c 
| - "y. ' , ñ ly , sO 
| obseva cuál es. Utiliza las relaciones de inclu- diante haya aprobado Matemáticas es 0,45; O 
| sión entre los siguientes sucesos para ordenar- la de que haya aprobado Lengua, 0,4; y la 3 
¡ los de menor a mayor probabilidad: de que haya aprobado alguna de las dos o. 
] materias, 0,7. a 
a. sacar diamantes c. sacar el rey de diamantes ) Só 
| Si elegimos un estudiante al azar. ¿Cuál es la | -- 
'' b.nosacarespadas  d.sacar diamantes o probabilidad de que haya aprobado ambas | S 
EOIESnES materias? ¡ 

| 


3. PROBABILIDAD CONDICIONADA 


3.1. Concepto 


En ocasiones, disponer de información previa sobre un suceso hace que varíe su probabili- 
dad. Veámoslo mediante un ejemplo. 


HA AAA AAA A Pm AAA AA AAA XA AAA 2 EPA AAA AA AAA AAA AA AAA AA KARA A HA A A AWÓÁA AAA AAA AAA AAA A o > AAA AAA AA 0222 A AAA XA AAA AAA ASA ASS AAA AAA AR 


En un centro escolar de N estudiantes, n Tienen computadora y n, son chicas. Al elegir un estu- 
diante al azar, estamos interesados en los sucesos A: escoger un estudiante que tenga compu- 
tadora y B: escoger una chica. 

Para calcular la probabilidad de estos dos sucesos, realizamos la división: 


NO 
de 
o. 
= 
0 
rr 


n 


m 


N 


P(A)= pB)= 
sin... son los estudiantes que tienen computadora y son chicas, la probabilidad del suceso AN B; 
escoger una chica que tenga computadora, será: 


n 
P(ANB)= 


Supongamos ahora que queremos calcular la probabilidad de que un estudiante tenga compu- 
tadora eligiendo solo entre la población femenina. Esto equivale a calcular la probabilidad de A 
sabiendo de antemano que el estudiante elegido es chica, es decir, que ha ocurrido B. 

A esta probabilidad la representamos por P(A | B) y decimos que es la probabilidad de A dado 
B, o la probabilidad de A condicionada a B. Así: 


n 


om 


P(AIB)= 


m 


Y al dividir numerador por denominador por N tenemos que: 


n 
n P(ANB) 
om __ N 
P(AIB)= === o 
NN 


Si enunciamos esta conclusión de forma general, obtenemos: 
Dados dos sucesos A y B, tales que P(B) + 0, llamamos probabilidad de A dado B, P(AJB), al 
cociente: 

P(ANB) 


P(AJB)= y 


De la probabilidad condicionada se deriva una expresión que resulta muy útil en el cálculo de 


probabilidades en experimentos compuestos: 


A esta expresión la conocemos como principio de la probabilidad compuesta o regla del 
producto. 
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3.2. Propiedades de la probabilidad condicionada 
Las principales propiedades de la probabilidad condicionada son: 


e Siun suceso B está contenido en un suceso C, entonces la probabilidad de B dado A es 
menor o igual que la probabilidad de € dado A. 


BcC>P(B|A) < P(C]|A) 
e Si un suceso B está contenido en otro suceso A, entonces la probabilidad del suceso B 
dado A es el cociente entre la probabilidad del suceso B y la probabilidad del suceso A, 
P(A) 
PB.) 
e Si un suceso A está contenido en otro suceso B, entonces la probabilidad del suceso B 
dado A es igual a uno, 


BcA=>P(B|A)= 


ACB>P(B|A)=1 


Estas propiedades son consecuencia inmediata de las propiedades de la probabilidad y de 
la definición de probabilidad condicionada. 


3.3. Sucesos dependientes y sucesos independientes 


Al lanzar dos veces un dado, el hecho de que se verifique o no el suceso B: número par en 
el primer lanzamiento, no influye en el suceso A: número impar en el segundo lanzamiento, 
ni viceversa. 


En este caso, la probabilidad de que ocurra un suceso no está condicionada a que ocurra 
el otro. Por tanto: 


P(A]B) =P(A) P(B]A)=P(B) 
A partir del principio de la probabilidad compuesta, tenemos que: 
P(ANB)=P(A) - P(B) 


Diremos entonces que ambos sucesos son independientes. 


6. Demuestra que si A N B = Q/, entonces se cumple que P(B]A)= 0. 


7. Extraemos dos bolas de una urna en la que hay cinco bolas blancas y tres negras. Calcula la proba- 
bilidad de los sucesos A: las dos bolas son negras y B: la primera bola es blanca y la otra es negra, 


a. Sin reemplazo de la primera bola extraída 
b. Con reemplazo de la primera bola extraída 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| en los casos siguientes: 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


FS 3 == = == == == === === == == == _ == -—_-—=—_— == === _ === _ === === == === == === === == == == == == == == === = ==. 
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3,4. Teorema de la probabilidad total 


A partir del concepto de probabilidad condicionada, es posible enunciar una regla práctica 

para calcular la probabilidad de ciertos sucesos. Considera para ello el siguiente ejemplo. 
Una fábrica de tornillos dispone de dos máqui- 
nas que elaboran el 75% y el 25% de la produc- 
ción total. 


El porcentaje de tornillos defectuosos que pro- 
duce cada máquina es, también respectiva- 
mente, del 4% y del 2%. ¿Cuál es la probabili- 
dad de que al escoger un tornillo al azar, este 
sea defectuoso”? 


Consideramos los sucesos D: tornillo defectuoso, 
M,: tornillo elaborado por la máquina 1 y M,;: tor- E Fig. 3. 
nillo elaborado por la máquina 2. Observamos 

el diagrama en árbol de la figura 3. 


Según el diagrama, podemos calcular la probabilidad de D a partir de la suma de las probabi- 
lidades de cada rama: 
P(D) =0.75 - 0.04 + 0.25 - 0.02 = 0.035 
Observamos que los términos de esta suma son: 
P(M, ) =0,75 P(M,) =0,25 P(D|M, ) = 0,04 P(D|M, ) = 0,02 
Así pues, podemos expresar P(D) como: 


P(D) =P(M) -P(D|M,) +P(M,) -P(D|M,) 


Si generalizamos este resultado, llegamos al enunciado del teorema de la probabilidad total: 
Sea A, A,, ..., A, Un sistema completo de sucesos y B un suceso cualquiera, todos asociados con 


un mismo experimento aleatorio. Si P(A, ), P(A.), ..., PCA_) son no nulas, se cumple que: 


P(B) =P(A,) -P(B|A,)+P(A,) -P(B|A,) ++ +P(A)-PB]A) 


8. Disponemos de cuatro urnas con bolas, de tal manera que: 
e En la primera urna hay cuatro bolas rojas y cinco blancas. 
e En la segunda urna hay tres bolas rojas y ocho blancas. 
e En la tercera urna hay cinco bolas rojas y dos blancas. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| ; 
| e En la cuarta urna hay dos bolas rojas. 
| 

| 

| 
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Si elegimos una urna al azar y extraemos de ella una bola, ¿cuál es la probabilidad de que 
esta sea roja? 


3.5. Teorema de Bayes 


Vamos a estudiar el ejemplo del apartado anterior desde otro punto de vista. Si sabemos 
que un tornillo es defectuoso, ¿cuál es la probabilidad de que haya sido fabricado por cierta 
máquina? 


Calculemos la probabilidad de que el tornillo haya sido fabricado por la máquina 1, sabien- 
do que ha resultado defectuoso, es decir, P(M, | 105 


Según la definición de probabilidad condicionada, tenemos: 
P(M,ND) 
P (M,|D) = A E AEREA 
P (D) 
Por otro lado, del diagrama de la figura podemos calcular la probabilidad de P(M, N D), que 
corresponde a la de la rama señalada: 
P(M.ND)=P(M)-P(D|M,) 
Si tenemos en cuenta además el teorema de la probabilidad total: 


P(D) =P(M, )-P(D|M, ) +P(M,) -P(D|M,) 


llegamos finalmente a: 


Con los datos del ejemplo: 


0,75 - 0,04 
0,75 - 0,04 +0,25 - 0,02 


Al enunciar de forma general el resultado anterior, llegamos al llamado teorema de Bayes: 


Sea Á.,...,A,... 4, Un sistema completo de sucesos y B un suceso cualquiera, todos ellos asocia- 
dos con un mismo experimento aleatorio. Si P(A, ),...,P(A.),...,.P(A_) son no nulas, se cumple que: 
1 n 


9. En un congreso se reúnen 250 médicos del Benelux, de los cuales 115 son holandeses; 
65, belgas, y 70, luxemburgueses. De ellos, el 75% de los holandeses, el 60% de los belgas 


Seleccionamos al azar uno de los médicos y resulta estar a favor del uso de la vacuna. 
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| 
| 
| 
| 
| 
| 
| y el 65% de los luxemburgueses están a favor de la utilización de determinada vacuna. 
| 
| 
| 
| 
| 


¿Cuál es la probabilidad de que sea de Luxemburgo? ! 


A A A A A E A A A A E E A A A A A A | 


4. VARIABLES ALEATORIAS 


4.1. Concepto 


Considera el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos monedas, cada una con una 
cara (c) y una cruz (+). El espacio muestral de este experimento es: 


0 = (0,0) (c, +) (+, 0) (+, +) 


Podemos asignar un valor numérico a cada uno de los 
resultados posibles, por ejemplo, el número de caras ob- 
tenidas. Esta asignación define una función del espacio 
muestral en el conjunto de los números reales. 


A las funciones definidas de esta forma las denominamos 
variables aleatorias, y las representamos mediante una le- 
tra mayúscula, por ejemplo X. 


Una variable aleatoria, X, es cualquier función que asigne 
un número real a cada resultado posible de un experi- 
mento aleatorio: 


X: Q>R 
w>X(wm) 


Observa que pueden asociarse diferentes variables aleatorias a un mismo experimento. Así, 
por ejemplo, al lanzar dos monedas podemos considerar, además, la variable que hace 
corresponder a cada resultado el número de cruces obtenidas, la que asigna a cada resul- 
tado el valor 1 si contiene alguna cruz o el valor -1 si no contiene ninguna. 


Y TAMBIEN: (4: 


4.2. Tipos de variable aleatoria 
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El conjunto de valores que 
puede tomar una variable 
aleatoria discreta puede ser 
infinito, 

Así, por ejemplo, considera 
el experimento aleatorio que 
consiste en lanzar una mone- 
da hasta conseguir una cara. 
El espacio muestral consta de 
infinitos resultados: 


O=(0+0O++COHFHAHC,...) 


De esta forma, la variable 
aleatoria que asigna a cada 
resultado el número de tira- 
das puede tomar cualquier 
valor dentro del conjunto de 
los números naturales: 

N = (1, 2, 3, 4, ...] 


Una variable aleatoria es una función, por lo que tiene un 
dominio y un recorrido. El dominio es el espacio muestral (2 
asociado con un experimento aleatorio y el recorrido es un 
subconjunto de IR. 


Las variables aleatorias que hemos considerado hasta aho- 
ra solo toman valores dentro de un conjunto finito de ele- 
mentos: f0, 1, 2) f-1, 1)... 


Diremos que se trata de variables aleatorias discretas. 


Considera, ahora, el experimento aleatorio que consiste en 
escoger al azar un estudiante de la clase y la variable alea- 
toria que asigna a cada uno de ellos su altura. Esta variable 
aleatoria puede tomar, en principio, cualquier valor dentro 
de un intervalo del conjunto de los números reales IR, 


Diremos que se trata de una variable aleatoria continua, 


Una variable aleatoria es continua si su recorrido es uno o va- 
rios intervalos de |¡R. Caso contrario, diremos que es discreta. 


5. DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA 


Considera de nuevo la variable aleatoria X, que asigna a cada resultado del lanzamiento de dos mo- 
nedas el número de caras obtenidas. ¿Cuál es la probabilidad de que esta variable tome el valor 0? 


Esta variable toma el valor 0 cuando en el lanzamiento de las dos monedas obtenemos dos cruces. 
Por lo tanto, la probabilidad de que X tome el valor 0 es la probabilidad de conseguir dos cruces en 
el lanzamiento de dos monedas. 


PX=0) =P += 


De la misma manera, tenemos: 


PA=1)=P((0+),(+0)= > 


PA=2)=P((c9)= + 


Así pues, podemos asignar a cada valor x, del recorrido de la va- 
riable aleatoria X la probabilidad de que X tome dicho valor, tal y 
como observamos en la tabla de la derecha. A esta asignación 
de probabilidades la llamamos distribución de probabilidad. 


5.1. Función de probabilidad 


Considera, ahora, la función f que asigna a cada número real x la probabilidad de que la 
variable aleatoria X tome ese valor. Esta función cumple lo siguiente: 


e Six no es un valor del recorrido de la variable, f(x) = P(X = x) = 0. 


e Sixesun valor del recorrido de la variable, f(x) = P(X = x) vendrá dada por la distribu- 
ción de probabilidad de X. 


Así, en el ejemplo que analizamos: to. 
EA 4 
A. 
lo. 
— six=1 
f(x) = 2 
1 SIX =2 
A. 
O en otro caso 


A esta función la llamamos función de probabilidad de X y la po- 
demos expresar también en forma de gráfica o tabla de valores, 
tal y como vemos a la derecha. Observa que, para los valores de 
x que no aparecen en la tabla, se cumple que f(x) = 0. 


E Tabla 5. 


En general: 
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6. DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA 


Considera el experimento que consiste en escoger al azar una persona, y la variable aleato- 
ria que asigna a cada una su peso. Esta variable puede tomar, en principio, cualquier valor 
dentro de un intervalo de R, por lo que hemos de distribuir la probabilidad entre infinitos 
valores. 


En consecuencia, la probabilidad de que una variable aleatoria continua tome un valor 
determinado es, en general, cero. Debemos entonces buscar una alternativa para describir 
las probabilidades asociadas con este tipo de variables. 


6.1. Función de densidad 


Efectuamos tres estudios estadísticos sobre los ingresos mensuales de las familias ecuatoria- 
nas y obtenemos los siguientes histogramas de frecuencias relativas. 
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M Tabla 6. 


Observa que cada vez se han considerado muestras con un mayor número de familias y los ingresos 
se han agrupado en intervalos cada vez más pequeños. 


Así, en el caso de que la muestra fuera infinitamente grande y los intervalos, infinitamente estrechos, 
el perfil del histograma se convertiría en la gráfica de la función f de la figura. 


Nos preguntamos ahora cuál es la probabilidad de que una familia tenga unos ingresos de entre 
1000 y 2000 dólares. Según la definición experimental de probabilidad, la probabilidad de un suceso 
es el número al que tienden sus frecuencias relativas cuando aumenta el número de realizaciones 
del experimento. 


Por tanto, para hallar la probabilidad anterior, observamos el número hacia el que tiende la frecuen- 
cia relativa del intervalo [1, 2] conforme tomamos muestras cada vez mayores. 


Este número se corresponde con el área bajo la gráfica representada en la figura, que, como sabe- 
mos, viene dada por la integral definida de f entre 1 y 2. 


Vemos, entonces, que fnos permite asociar probabilidades a la variable aleatoria continua X. 
2 
P(1<X<2)=|, fGDdx 


Esta función recilbe el nombre de función de densidad. En general, llamamos función de densidad 
de una variable aleatoria continua X a una función f que cumple las siguientes condiciones: 


+00 
f(9)>0Vx|[_fGJdx=1 


La función de densidad asigna a cada intervalo real [a, b] la probabilidad de que la variable alea- 
toria X esté comprendida en este intervalo mediante la expresión: 
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b 
P(a<X<b)= | f(9dx 
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7. PARÁMETROS DESCRIPTIVOS 


Como ya sabemos, para entender los resultados de una distribución estadística, es común utilizar 
medidas descriptivas para resumir las características principales de los datos. 


Dado que podemos considerar una distribución de probabilidad como el caso límite de una distribu- 
ción estadística, definimos la media aritmética, la varianza y la desviación estándar, para variables 
aleatorias, y sustituimos las frecuencias relativas por probabilidades. 


7.1. Esperanza 
En distribuciones estadísticas, utilizamos el valor esperado como una medida del centro de los datos. 


Recuerda que, para una distribución estadística con x,,..., X,,... datos, cuya frecuencia absoluta res- 
pectiva es n,,..., 1, ..., la media aritmética está dada por la ecuación: 


LX, 
LÉON? 
n, 
pero recuerda que — es el valor de la probabilidad de la variable aleatoria P(X = xXx.) = f(x). Así pues, 


N 
podemos considerar una distrioución de probabilidad como el caso límite de una distribución esta- 
dística y definir la media aritmética para variables aleatorias, sustituyendo las frecuencias relativas 
por probabilidades, por lo que podemos reescribir la expresión del valor medio como: 


En una distrioución de probabilidad, a este valor lo conocemos 
como la esperanza, E(X), de la variable aleatoria X. Propiedades de la esperanza: 


Para todo número k € R, y 
para dos variables aleatorias 


Juegos de azar 
Á un juego de azar podemos asociarle siempre una variable ad 
aleatoria X, cuyos valores son las ganancias correspondientes a EX +10) =EG0 +k 


los posibles resultados. E(k-X) =k-+ EGO 
La esperanza de X representa el beneficio medio en cada juga- E 
da cuando consideramos un número muy elevado de ellas. 


e Si u > 0, decimos que el juego favorece al jugador. 

e Siu<0, decimos que el juego perjudica al jugador. 

e Si u=0, decimos que el juego es equitativo. 
Un juego consiste en extraer una bola de una urna que contiene ocho bolas blancas y dos bolas negras. 
Cobramos $ 0,5 si la bola extraída es blanca, y pagamos $ 2,25 si es negra. ¿Cuánto será la ganancia o 
pérdida media por cada juego? 
Consideramos la variable aleatoria X que asigna a cada resultado la ganancia correspondiente. Puesto 
que: P (blanca) = 0,8 y P (negra) = 0,2, la función de probabilidad será: 


En este caso: 
u =-2,25:0.2+0,5 : 0,8 =-0,05 


Por lo tanto, cabe esperar una pérdida media de $ 0,05 por partida. 


A A A 
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7.2. Varianza 


Recuerda ahora que, para una distrivdución estadística, la varianza nos permite medir la dis- 
persión de los datos. En otras palabras, por medio de la varianza, podemos medir qué tan 
lejos está cada dato del valor medio. Observa que, para una distriovución de probabilidad, 
podemos escribir: 


0*= E(X - u)* 
Este valor nos dará como resultado el promedio de la distancia entre el valor x, y la media , 
elevada al cuadrado. Por tanto, definimos: 


0 0 . Y rd 1 0 0 . Y A 
Calcula la esperanza, la varianza y la desviación típica de la variable aleatoria X cuya función de den- 
sidad es: 


1 
A six € [1, 4] 
O sixÉE [1,4] 


Ejemplo 9 


Aplicamos la fórmula que empleamos para calcular la esperanza: 
+oo 1 4 1 +oo Le a | 
Hu = l x-100 dx=] x-00x +) x"3 dx + de 0dx=>3 | xax=3 (7 )- 3 
De la misma manera, calculamos la varianza: 
1 
3 


3 3 3 
A Es q [7 3)-05=075 


dx+ | 2-0dx-(25%= 5 | xt dx- (2,5)= 
4 1 


0 INES f(x) dx - 1? =[ xi -ODdx+ ue 3 


3 3 


10, Calcula la esperanza, la varianza y la desviación típica de la variable aleatoria que indica la suma 
de las puntuaciones obtenidas al lanzar dos dados. 


11. Un juego consiste en lanzar dos dados, de forma que se cobran tantos dólares como indique la 
suma de puntos si esta es un número primo, o bien, se pagan $ 5 en caso contrario. 


a. Obtén la función de probabilidad fde la variable aleatoria X que indica la ganancia correspon- 
diente a cada resultado. 


b. Determina si el juego es equitativo. 


12. Partiendo de la definición de varianza, 0?= E(X - 4)? deduce que la misma puede también ser 
expresada como 0*= E(X*) - [E(X)]* o lo que es lo mismo, 0*= Y (x*- f (x )) - p”. 
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8. DISTRIBUCIONES DISCRETAS 


8.1. Distribución de Bernoulli 


Considera el experimento que consiste en lanzar una moneda y observar si cae en cara o 
cruz. Este experimento se realiza una sola vez y tiene dos resultados posibles. A esta clase de 
experimentos la conocemos como ensayo de Bernoulli. 


Imagina ahora que queremos obtener cara al lanzar la moneda. Podemos denominar a 
este suceso como éxito, y al resultado cruz como fracaso. Entonces, la variable aleatoria 
asociada con este experimento puede escribirse como: 


1 si cae cara 
0 si cae cruz 


x69=| 


y siendo el valor de probabilidad de éxito p, y el valor de probabilidad de fracaso q = 1 - p, 


la distrivdución de probabilidad del ensayo de Bernoulli resulta en: 


NW Tabla 7. 


Observa que esto es lo mismo que decir 
f() =p" q*,x=0,1 


Decimos que la variable aleatoria sigue una distriodución de Bernoulli. 


8.2. Distribución binomial 


Consideremos ahora un experimento compuesto, formado por n realizaciones consecutivas 
de un ensayo de Bernoulli, de forma que: 


e En cada realización del experimento simple solo nos interesa estudiar si se cumple o no 
determinado suceso Á. 


e El resultado obtenido en cada realización del experimento simple es independiente de 
los resultados obtenidos en las realizaciones anteriores. 


e La probabilidad del suceso A es la misma en todas las realizaciones del experimento simple. 


Si representamos la probabilidad de A por p, decimos que la variable aleatoria X, que cuen- 
ta el número de veces que se ha verificado el suceso A en las n realizaciones del experi- 
mento simple, sigue una distrioución binomial de parámetros n y p. Esto lo simbolizaremos 
escribiendo X-B(n,p). 


Observa que X es una variable aleatoria discreta que puede tomar los valores 0,1,2,...,n. 
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Vamos ahora a obtener su función de probabilidad. Para ello, considera el siguiente ejemplo. 


Revisamos 500 tornillos fabricados por una máquina que elabora un 10% de piezas defectuosas y 
observamos si presentan o no alguna anomalía. Queremos hallar la probabilidad de que entre 500 
tornillos examinados, haya exactamente 2 tornillos defectuosos. 


Estamos investigando el suceso A: tornillo defectuoso. Este suceso puede expresarse como: 
ANMAMAN..NA, 
Por la independencia de las realizaciones: 
P(ANA,NA,N..NA )= 
=P(A,) -P(A, ) -P(A, ) ...: P(A.) =0.1?- 0,98 


Si razonamos de igual manera, obtenemos que la probabilidad de que los tornillos defectuosos sean 
el primero y el tercero, el quinto y el octavo, etc., es también 0,1* - 0,9%, 


Así pues, la probabilidad de que haya 2 tornillos defectuosos entre los 500 será 0,1?- 0,9*% muttiplica- 
do por el número de posibles maneras de situar los dos tornillos defectuosos entre los 500, que serán 


las combinaciones de 500 elementos tomados de 2 en 2, Can [a 


En forma general C__= 0) Se 


Por tanto, si X-B (500,0.1) es la variable aleatoria de nuestro ejemplo: 


p(x=2)= (5) 0.120,94 


Siguiendo el mismo razonamiento, podríamos comprobar que la probabilidad de obtener k 


tornillos defectuosos es: 
P(X=k) = e ) - 0.1%. 0.95% k0ara k= 0, 1, 2,..., 500 


En general, si X-B(n, p) es una variable aleatoria que sigue una distribución binomial y de- 
notamos por q la diferencia 1 - p: 


r00=(() -9e00x=0,12,..0 


Para hallar los parámetros de X-B(n, p), basta con particularizar en el caso que nos ocupa 
las expresiones generales que estudiamos en la página 190. 


Así, podemos demostrar que los parámetros de X-B(n, p) son los de la tabla. 


Jesviación típica 


Esperanza Varianza 


E Tabla 8. 


13. Un examen tipo fest consta de diez preguntas. Cada pregunta tiene cuatro posibles respuestas, de 
las que solo una es correcta. Un estudiante que no ha estudiado responde al azar a las preguntas 
del examen. 


a. Comprueba que la variable aleatoria que cuenta el número de aciertos sigue una distribución 


b. Calcula la probabilidad de que el estudiante apruebe el examen, es decir, que acierte al menos 
seis preguntas. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
( binomial, X-B(1, p). y halla su función de probabilidad. 
] 
| 
| 
| a A — l 
] Esperanza | Varianza | Desviación estándar 
| | 


Cc. Calcula la esperanza, la varianza y la desviación 
V típica de X. 


A A A A A A SA RS A A AA A A A A AA A AA A AA A A A A A A A A A AA ARA A A RA A AR 


8.3. Distribución de Poisson 


Consideremos ahora un experimento en el que queremos saber la probabilidad de que un 
suceso ocurra en un período o un espacio específico dado. Por ejemplo: ¿Cuántos autos 
pasarán por un control de velocidad en una hora? ¿Qué tal en dos? 


En este caso, el resultado del experimento no depende de las veces que realicemos el ex- 
perimento, pero sí del intervalo de tiempo proporcionado. Además asumimos que la proba- 
bilidad de que un auto pase aumenta si el tiempo aumenta. Llamemos ahora Hu al valor pro- 
medio, o esperanza, de autos que pasan por el control en un minuto cualquiera. Entonces 
resulta evidente que el promedio de autos que pasan por el control en un tiempo t mayor 
que 0 será ut. Representamos este número como 4. 


Sila variable aleatoria X cuenta la probabilidad de que un suceso ocurra en un intervalo 
dado, y la probabilidad del suceso es proporcional a la longitud del intervalo, decimos que 
X sigue una distribución de Poisson, y lo expresamos como X-P(A). 


La función de distribución de esta variable aleatoria está dada por 


en (At) 
fQ)= O 


Puede demostrarse que los parámetros de X-P(A) son los de la tabla. 


E Tabla 9. 


A a A o e E a E O 


Sabemos que a una ciudad portuaria llegan en promedio 10 camiones tanqueros por día. El puerto solo 
puede recibir a 15 camiones como máximo en un día. 


¿Cuál es la probabilidad de que en un día determinado lleguen más de 15 camiones? 


¿Cuál es la probabilidad de que en dos días lleguen exactamente 15 camiones? 


O 
LE 
o. 
= 
0 
LL 


a. Tenemos que el promedio de tanqueros por día es 4 = 10, y necesitamos saber la probabilidad de más 
de 15 ocurrencias en el mismo período. Esto quiere decir que la variable aleatoria de camiones que 
llegan sigue una distribución de Poisson, X-P(10). Por tanto: 


1092 


x! 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
Ahora, queremos saber la probabilidad de que lleguen más de 15 camiones en el día. Evidentemente, | 
no podemos sumar P(16) + P(17) + P(18)+-**, pero recuerda que la probabilidad del espacio muestral ; 
completo es 1, así que podemos calcular | 
| 

P>15)=1>P (8 15)= | 

=1-[PG«=0+P(x=1) ++: +P(x=15)] ] 

| 

Al realizar esta operación, obtenemos que: | 
P(x > 15) = 0.00487 ) 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


b. Ahora, debemos calcular la probabilidad de un suceso en un período de dos días, por lo tanto A=u-t= 20 


Utilizando la fórmula de la distribución de Poisson: 
720 (20) 
x! 


fQ6)= 


Por lo tanto; 20 (20115 
us). 
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151 = 0.05165 
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4. VARIABLE ESTADÍSTICA BIDIMENSIONAL 


En ocasiones interesa estudiar conjuntamente dos características de una misma población. Como 
ejemplo, fijate en los datos que se recogen en la tabla 1. Corresponden al peso (X) y a la estatura (Y) 
de cinco jóvenes. 


Anotamos los valores medidos en cada individuo en forma de par ordenado: 
(76,181) (74,173) (79,177) (82,184) (78,183) 


Cada uno de estos pares ordenados es un dato que procede de la observación conjunta de dos 
variables estadísticas unidimensionales. 


Se llama variable estadística bidimensional a la que se obtiene al considerar conjuntamente dos 
variables estadísticas unidimensionales X e Y, relativas a una misma población. Se representa por el 
par (X,Y). El conjunto de todos los datos procedentes de la observación de una variable estadística 
bidimensional se denomina distribución bidimensional. 


9.1. Organización de datos 


Una vez recogidos los datos correspondientes a la variable 
estadística bidimensional que se estudia, hay que organizar- 
los. Los dos sistemas más utilizados para organizar datos son 
las tablas de doble entrada y los diagramas de dispersión. 


Tablas de doble entrada 


En estas tablas se agrupan los datos de una distribución bi- 
dimensional en filas y columnas. 


E Tabla 10. 


Veamos el procedimiento para construirlas. Considera los 
datos que se indican en el cuadro 10. Se han obtenido al 
estudiar las variables X = número de goles marcados e Y= 
número de goles recibidos, en 40 partidos jugados 
por el equipo campeón de la liga de fútbol sala. 


EXEUCALDEREE Elaboramos la tabla 11 de doble entrada siguiendo 
04213 d0loto estos pasos: 


e Construimos una tabla con tantas columnas 

como valores tome X y con tantas filas como va- 
a Tabla 11. lores tome Y. En este caso la tabla constará de 6 
columnas y 4 filas. 


e Contamos el número de veces que se repite 
cada par de valores en la distribución y lo anota- 
mos en la casilla correspondiente. Así, por ejem- 
plo, observa que el par (5, 4) aparece una sola 
vez; el (4, 2), diez veces; y el (6, 1), ninguna. 


En el caso de los datos agrupados, debemos primero 
agrupar los datos de la distribución en intervalos de 
clase, dividiendo los datos en intervalos de igual lon- 
gitud desde el mínimo valor hasta el máximo. 


H Tabla 12. 


A modo de ejemplo, la tabla 12 recoge los datos obtenidos al observar en 40 estudiantes las 
variables X = horas diarias de estudio y Y = horas diarias de deporte, 


Diagrama de dispersión 


La información contenida en una tabla de doble entrada es más fácil de interpretar si pode- 
mos observarla. El diagrama de dispersión o nube de puntos nos permite hacerlo en el plano. 


En el caso de da- 


Los datos de una distribución bidimensional pueden representarse en unos ejes cartesianos en el plano. 


tos no agrupados, 
suelen dibujarse 
puntos de área 
proporcional a la 
frecuencia absolu- “| 


ta de cada par de 
valores que puede 
tomar la variable bi- 


En el caso de daros 
agrupados, se repre- 
sentan en cada co- 
silla, determinada por 
un par de intervalos 


de clase, uno de X y SENOANAO 


otro de Y, tantos pun- 
tos como indique la 


frecuencia absoluta 


O 


de dicho par de inter- 
valos. 


dimensional (X, Y ). 


La figura refleja el diagrama de dispersión o nube de | La figura muestra el diagrama de dispersión o nube 
puntos correspondiente a los datos de la tabla 11. de puntos correspondiente a los datos de la tabla 12. 


m Tabla 13. 
9.2. Análisis de datos 


La etapa final de un estudio estadístico es el análisis de los datos con el fin de extraer conclu- 
siones que puedan ser de interés. 


En especial, puede interesarnos estudiar si las dos variables unidimensionales que forman una 
variable bidimensional presentan algún tipo de relación entre ellas y cuáles son las caracterís- 
ticas de esta relación. 


Relación entre variables 


En una muestra de familias formadas por padre, madre y dos hijos, hemos estudiado las 
variables: 


W = ingresos familiares anuales ($) 

X = estatura del padre (cm) 

Y = gasto anual en energía eléctrica ($) 

Z = consumo anual de energía eléctrica (kW/h) 


Los valores de Y pueden determinarse exactamente a partir de los valores de Z si conocemos 
las tarifas de la compañía eléctrica. 


Consideremos, ahora, las variables W y Z. Los valores de Z no pueden calcularse exactamente 
solo conociendo los de W. 
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Sin embargo, podemos suponer que consumirán menos energía eléctrica las familias con in- 
gresos más modestos y, por el contrario, que consumirán más las familias con mayores recursos. 


Entre dos variables estadísticas existe dependencia estadística o correlación cuando los va- 
lores que toma una de ellas están relacionados con los valores que toma la otra, pero no de 
manera exacta. 


Finalmente, parece razonable pensar que no existe ninguna relación entre los valores de W y 
los de X. 


Dos variables estadísticas son independientes si no puede establecerse ninguna relación entre 
los valores que toma una de ellas y los que toma la otra. 


9.3. Interpretación gráfica de la relación entre variables 


Hemos visto que al estudiar la relación entre dos variables pueden darse tres casos: indepen- 
dencia, dependencia funcional y una situación intermedia a la que llamamos dependen- 
cia estadística o correlación. 


La relación existente entre dos variables queda reflejada en los diagramas de dispersión o 
nubes de puntos. 
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Los puntos de la nube se si- 
túan sobre una curva cuya 
expresió matemática podría- 
mos determinar. 


Este caso corresponde al de 
una dependencia funcional 
entre las variables X e Y, 


los puntos de la nube se 
agrupan en torno a una po- 
sible curva, no muy definida, 
pero reconocible. 


Este caso corresponde al de 
una dependencia estadísti- 
ca o correlación entre las va- 
riables X e Y, 


Los puntos de la nube no se 
agrupan en torno a ninguna 
curva, están completamente 
en desorden. 


Este caso corresponde al de 
independencia entre las va- 
riables X e Y. 


mM Tabla 14. 


hay una amplia 


Y 


gama de situaciones en que se da dependencia estadística o correlación. Observa los si- 


Entre los casos extremos de dependencia funcional e independencia 


guientes diagramas de dispersión: 
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Decimos que existe correlación 
Decimos que existe correlación | negativa entre las variables X e Y. 


positiva entre las variables X e Y, 


En este caso existe correlación dé- 
bil entre las variables X e Y. 
torno a una curva no lineal. 
curvilinea entre las variables X e Y. 
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lineal entre las variables X e Y. 


en torno a una | 


9.4. Coeficiente de Pearson 


Veamos cómo podemos obtener una medida cuantitativa de la correlación existente entre 
dos variables estadísticas. 


Si tenemos en cuenta únicamente el caso de la correlación lineal, consideramos el llamado 
coeficiente de Pearson. 


Para llegar a la expresión de este coeficiente, debemos definir antes un nuevo parámetro esta- 
dístico, llamado covarianza. 


* Xx ey, son los valores que toman X e Y, en el caso de datos no agrupados, y las marcas de 
clase de los intervalos en que se agrupan los datos, en el caso de datos agrupados en 
intervalos. 


* n, esla frecuencia absoluta de cada par de valores (Xx, y,). 
e Neseltotal de datos de la distribución. 
Ahora, ya podemos introducir el coeficiente de Pearson: 


Se puede demostrar que este coeficiente está siempre comprendido entre -1 y 1. 


La relación que existe entre el coeficiente de Pearson y la correlación se puede observar en 
los siguientes diagramas de dispersión. 


=Sir=+1or=-1Lexisteunal |. _s..  SiO<r< Ll existe correlación 
- dependencia funcional en-| |. «+. lineal positiva entre X e Y, 
tre X e Y que expresamos | |. +e. 177 tanto más fuerte cuanto más 
mediante una recta. AREA próximo esté r de +1. 


. 04 p Sir = 0, no existe correlación 

HERE Si -1 < r< 0, existe correla- | Hitman lineal entre X e Y. 

ción lineal negativa entre X| |. *. "+. Esto noexcluye que entre las 

e Y tanto más fuerte cuanto | | *,. +. variables Xe Y pueda haber 

.* más próximo esté r de -1. Je *., algún tipo de correlación 
HA | PA | curvilínea. 
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E Tabla 18. 


9.5. Regresión lineal 


Uno de los objetivos que perseguimos al estudiar conjunta- 
mente dos variables X y Y es encontrar alguna manera de 
predecir los valores de una, conociendo los de la otra. 


En este sentido, es lógico pensar que si hay una curva sobre 
la que se agrupan aproximadamente los puntos de un dia- 
grama de dispersión, esta ha de dar una aproximación de 
los valores reales, tal y como puedes ver en la figura 4 de la 
derecha. 


El análisis que pretende determinar la curva que mejor 
aproxima este diagrama de dispersión recibe el nombre de 
regresión. 


En este libro, estudiaremos el caso de la regresión lineal, es 
decir, la determinación de la recta que mejor aproxima una 
nube de puntos. 


Rectas de regresión y predicciones 


Es fácil hallar una recta que se ajuste aproximadamente a 
una distribución. Basta con dibujar la que a simple vista nos 
parezca más representativa de la nube de puntos. Sin em- 
bargo, este es un método subjetivo. 


Para evitar este problema, consideramos algún criterio que 
permita determinar objetivamente la recta que se ajusta 
mejor a la distribución. El más utilizado es el llamado criterio 
de los mínimos cuadrados. 


y= A + Bx Recta mínimos cuadrados, donde A y B se obtie- 
ne del sistema 


Zy = nA + BZx 
e E - Normales 
Zxy = AZx + BZx 


Según este criterio, podemos demostrar que la recta es: 
==A O xy = O xy 
y =A + Bx donde Á = y - Xi y B= 57 


X X 
También podemos expresar la recta de la forma siguiente: 


0] 


y - y = 


A esta recta la conocemos como recta de regresión de Y 
sobre X. 


Esta recta permite predecir, para un valor x, el valor y que 
cabe esperar que presente un individuo de la población. Sin 
embargo, puesto que el resultado es sólo una predicción, 
el valor obtenido no será en general el valor real, sino una 
estimación de éste que denotamos por y. 


VA : 


| | 
| 
T 
| 
e — , A 


| | 
| | 
| — | 


Minimos cuadrados 

El método de mínimos cua- 
drados proporciona una 
recta que se ajusta a la dis- 
triobución de manera que la 
suma de los cuadrados de 
las diferencias entre los datos 
teóricos y los reales lo menor 
posible. 


Aplicación de la regresión 
lineal 

En ingenieria mecánica: 

En esta rama se utiliza la re- 
gresión lineal para ajustar la 
recta de París, una ecuación 
que sirve para estudiar ele- 
mentos sometidos a fatiga 
en función del número de 
ciclos a los que se somete un 
material. 
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Y TAMBIEN: 


Johann Karl F. Gauus 
Matemático alemán (1777- 
1859). 

Sus valiosas aportaciones en 
diversos campos de las ma- 
temáticas y la física lo con- 
vierten en uno de los más 
importantes científicos del 
siglo XIX, 

Con sus trabajos sobre astro- 
nomía, fue uno de los prime- 
ros en estudiar la distribución 
normal, a la que suele llamar- 
' se,en su honor, campana de 
Gauss. 


Análogamente, si nos interesa hacer predicciones de un va- 
lor x a partir de un valor y, debemos intercambiar el papel 
de ambas variables. Consideraremos, en este caso, la recta 
de regresión de X sobre Y: 


O. —_ 0 
y = A+ Bxdonde A =Y--¿% ay ue , 


La forma alternativa de esta recta es: 


En este caso, denotamos la estimación proporcionada por 
la recta de regresión para un valor conocido de y por Xx. 


En general, la recta de regresión de Y sobre X y la de X sobre 
Y no coindicen. sin embargo, siempre se cumple que: 


e Ambas rectas están tanto más próximas cuanto mayor es 
el grado de correlación lineal entre X e Y. 


e Si existe dependencia funcional entre X e Y, ambas rec- 
tas coinciden. 


e SiXe Y son independientes, las rectas son perpendicula- 
res entre sí y paralelas a los ejes. 


Valoración de las predicciones 


La recta de regresión nos permite predecir valores de una 
variable a partir de los de otra. No obstante, hay que tener 
siempre presente que existen las siguientes limitaciones: 


e Las predicciones realizadas a partir de una recta de re- 
gresión no son fiables si entre X e Y no hay un alto grado 
de correlación lineal; es decir, si r no es, en valor absoluto, 
cercano a 1. 


e La fiabilidad de una recta de regresión es mayor cuan- 
to mayor sea el número de datos considerados para 
calcularla. 


e Las predicciones obtenidas para valores próximos al pun- 
to medio de la distribución son más fiables que las obte- 
nidas para valores muy alejados. 


Probabilidad 


Suceso 


Coeficiente de Pearson 


Bernoulli 


Binomial 
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Problemas resueltos O 
ss 


1. En un hospital se está experimentando un medicamento que regula la temperatura cor- 
poral. Para ello, se administran diferentes dosis del producto a 10 pacientes con fiebre 
alta, y se observa cuánto tiempo tarda en normalizarse completamente su temperatura. 


Se obtienen los siguientes resultados. 
Responde: 


¿Cuánto tiempo cabe esperar que tarde 
en normalizarse la temperatura de un 
paciente al que se le han administrado 
11,5 mg del medicamento? ¿Y si toma 
una dosis de 25 mg? 


Comprender 

A partir de una distribución de datos, realizaremos 
una predicción del efecto que tendrá sobre la tempe- 
ratura corporal la prescripción de una determinada 
dosis del medicamento que se está experimentando. 
Los datos corresponden a dos variables: la dosis de 
medicamento (X) y el tiempo que tarda en normali- 
zarse la temperatura (Y). 


Planificar 

e Representaremos un diagrama de dispersión y 
observaremos la relación que existe entre las va- 
riables y, en caso de dependencia estadística, el 
grado, el sentido y el tipo de la correlación. 


e Calcularemos el coeficiente de Pearson y valora- 
remos un posible ajuste mediante una recta de 
regresión. 


e Hallaremos la recta de regresión de Y sobre X. 


e  Realizaremos una predicción del tiempo que tar- 
dará en normalizarse la temperatura para las do- 
sis del medicamento del enunciado. 


Ejecutar el plan 

. Representamos la distribución en un diagrama 
de dispersión. A simple vista, podemos concluir 
que existe una fuerte correlación lineal negativa. 


e Calculamos el coeficiente de Pearson. Para 
ello, encontraremos los parámetros estadísticos 
necesarios: 


0,=5.745 0,=36.609 0yxy=-207 


Por tanto: 
0) 207 


= == = > ——— =-0,984 
"Toro,  5.745-36.609 

Comprobamos que existe una correlación lineal 
negativa muy fuerte, puesto que r=-1 
e Determinamos la recta de regresión de Y sobre 

X. Para ello, hallamos previamente que x = 11 y 

y = 77.6: 

O 207 


a 
AS Y Ga CL ÓN 


La recta buscada es: y = 146 - 6.272x 


e  Estimamos los valores de 7 Y Y. mg SOrrespon- 
dientes ax=11.5mgyx=25mg: 


Y 11506 = 74-47 Min y,;,, =- 10.2 MIN 


Respuesta 


Si administramos al enfermo 11,5 mg del medica- 
mento, cabe esperar que su temperatura se norma- 
lice al cabo de 74,47 minutos. En cambio, si le admi- 
nistramos 25 mg, su temperatura se normalizará 10,2 
minutos... ¡antes de que se lo tome! 

A pesar de que el grado de correlación es alto, la 
segunda predicción no es fiable, porque está muy 
alejada del punto medio de la distribución. 


y problemas 


ED probabilidad 


1 


Se lanza un dado dos veces. Calcula la probabi- 
lidad de los sucesos siguientes. 


a. La suma de las caras es 5. 
b. La suma de las caras es 10. 


c. La suma de las caras es menor o igual que 5. 


Los datos de votantes en las Últimas elecciones 
correspondientes a una determinada ciudad 
muestran que el 73,5% de los hombres censa- 
dos ejerció su derecho a voto, mientras que el 
porcentaje de mujeres censadas que no lo ejer- 
ció fue del 42,9%. El censo de esta ciudad está 
compuesto por un 48% de hombres y un 52% de 
mujeres. 


De entre todas las personas censadas, escoge- 
mos una al azar. Calcula la probabilidad de que 
esta persona. 


a. Haya votado. 
b. Haya votado y sea hombre, 


c. Sabiendo que ha votado, sea mujer. 


María y Rosa hacen un examen. La probabilidad 
de que María lo apruebe es 0,6 y la probabilidad 
de que lo aprueben ambas es 0,1. Calcula la pro- 
babilidad de que apruebe María, pero no Rosa. 


Lanzamos una moneda y un dado. Sean los 
sucesos A: obtener cara y B: obtener un punto. 
Calcula la probabilidad de los sucesos A, B, AUB, 
ANB, A, ANB, (AUB), (ANB). 


¿Cuál es la probabilidad de no coger ningún do- 
ble al seleccionar al azar tres fichas de un domi- 
nó? ¿Y la de coger alguno? 


Ana y Ramón reciben, cada uno, $ 2 diarios. Ana 
los guarda. Ramón los apuesta a un juego de azar 
en el que puede ganar $ 10 con probabilidad 0,1 
o perder la apuesta con probabilidad 0,9, ¿Quién 
actúa más juiciosamente a largo plazo? 


Esteban y leresa son usuarios habituales del 
tren. Esteban siempre paga su pasaje. Teresa, 
en cambio, lo usa sin pagar. El viaje cuesta 
$ 0,68 y el revisor pone una multa de $ 50 cuan- 
do detecta un viajero sin pasaje, lo que ocurre 
en un 15% de los casos. ¿Cuál de los dos actúa 
más inteligentemente? 


8. 


10. 


la probabilidad de que en determinado mo- 
mento cada uno de los seis miembros de una fa- 
milia quiera ver la televisión es 0,2. Sabiendo que 
a ninguno de los seis le gusta el mismo programa, 
¿cuántos televisores debe haber en la casa para 
que todos puedan ver su programa favorito al 
menos en un 90% de los casos? 


Un examen consta de 12 preguntas. Para cada 
una de ellas se proponen tres posibles respuestas, 
de las cuales solo una es correcta. ¿Cuántas res- 
puestas acertadas deben exigirse para aprobar, 
como mínimo, si la probabilidad de que alguien 
lo apruebe contestando al azar no debe ser su- 
perior al 2%? 


Una pastelería empaqueta cajitas de bombones. 
La probabilidad de que un bombón esté relleno 
de mermelada es 0,1 y la de que esté relleno de 
crema, 0,9. Si una chica compra tres cajitas con 
cuatro bombones cada una, ¿cuál es la probabi- 
lidad de que en todas ellas haya algún bombón 
relleno de mermelada”? 


. Una máquina fabrica cierto tipo de circuito inte- 


grado. Este circuito se comercializa en lotes de 
cinco unidades, de los que compramos seis. Si 
sabemos que la probabilidad de que un circuito 
tenga algún defecto de fabricación es 0,01, cal- 
cula las siguientes probabilidades: 


a. Al menos uno de los lotes contiene algún cir- 
culto defectuoso. 


b. Entodos los lotes hay algún circuito defectuoso. 


Cc. Tres lotes contienen algún circuito defectuoso. 


. Una academia de enseñanza de inglés evalúa 


a sus estudiantes con una prueba de cuatro fesf. 
Cada uno de estos consta de 10 preguntas con 
cuatro respuestas posibles. 


Si contestásemos al azartodas las preguntas de to- 
dos los tesf, calcula las siguientes probabilidades: 
a. Superar la evaluación, si han de aprobarse 

por separado al menos tres de los cuatro fesf, 
b. No superar la evaluación. 


Cc. Aprobar al menos dos de los fesf. 
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13, Describe una variable aleatoria adecuada a 
cada una de las siguientes situaciones e indica 
en cada caso si es discreta o continua. 


a. De una urna en la que hay tres bolas nume- 
radas del 1 al 3sacamos, sucesivamente y sin 
reemplazamiento, dos de ellas. Si el primer 
número es mayor que el segundo, cobramos 
S 0.1. En caso contrario, pagamos $ 0,02. 


b. Un alumno responde al azar a las sucesivas 
preguntas que le hace su profesor hasta que 
acierta. Si acierta la primera, obtiene una 
nota de 10; si falla la primera y acierta la se- 

] 10 
gunda, obtiene una nota de 7 ¿ si falla 
la segunda y acierta la tercera, obtiene una 


nota de E etc. 


C. Seleccionamos al azar un número k cualquie- 
ra del intervalo [0,1] y calculamos el área del 
cuadrado de lado k, 


14. Considera una variable aleatoria X cuya función 
de probabilidad es: 


POJe 


x=-2,-1,0,1,2 
x*+ 1 


O  enotro caso. 
Halla el valor de k, 


15. Halla la función de probabilidad de una varia- 
ble aleatoria X sabiendo que solo toma los valo- 
res 1, 2 y 3, que su esperanza matemática es 2,1 
y que su desviación típica es 0,7. 


16. Responde: ¿Cuánto vale la varianza de una variar 
ble aleatoria X-B(50, p) si su esperanza es u= 20? 


17. ¿Cuál es la función de probabilidad de una va- 
riable aleatoria X-B(n, p) cuya esperanza es 1,5 
y cuya varianza es 1,05? 


18. Se sortean, entre 500 boletos, un premio de $ 100 
y nueve premios de $ 10. Si cada boleto se ven- 
de al precio de $ 0,5. 


a. ¿Es rentable para el jugador participar? 


b. ¿Qué beneficio le queda al organizador, por 
término medio, en cada boleto? 


19.Un jugador extrae al azar una carta de una ba- 
raja, de tal manera que gana $ 10 si saca un As, 
$ 1 si saca una J, Q o K y no gana nada si saca 
cualquier otra carta. 


a. El organizador del juego cobra $ 1,5 por cada 
extracción. ¿Qué beneficio obtendrá, en pro- 
medio, en cada una de ellas? 


b. ¿Cuánto debe cobrar por extracción el orga- 
nizador si el juego debe ser equitativo”? 


. Tras apostar cierta cantidad, se lanzan a la vez 


una moneda y un dado. Si en la moneda sale 
cara, el jugador cobra $ 1 cuando la puntuación 
del dado es par, y $ 0,5 cuando es impar. Si sale 
cruz, el jugador recupera la apuesta si la puntua- 
ción del dado es un 6, pero pierde lo apostado si 
es cualquier otra. ¿Cuánto debe cobrar el orga- 
nizador del juego por apuesta si quiere obtener 
un beneficio medio de $ 0,05 por lanzamiento? 


. Un juego consiste en lanzar cuatro monedas y 


apostar por el número de caras que van a salir. 
¿Por qué número deberías apostar? 


.La probabilidad de obtener 1 al lanzar un dado 


trucado es 0,4. ¿Cuál es el número de veces que 
cabe esperar obtener esa puntuación si lo lanza- 
mos 2000 veces? 


. En un centro escolar trabajan siete profesores. Es- 


tos preparan sus clases en el mismo centro con 
probabilidad 0,3 y en su casa, con probabilidad 
0,7. ¿Cuántas mesas de trabajo debe haber, 
como mínimo, para que todos los profesores que 
decidan preparar sus clases en el centro pue- 
dan hacerlo en, al menos, un 90% de los casos? 


. Una máquina produce piezas defectuosas en un 


5% de los casos. Si se toman ocho piezas al azar, 
calcula la probabilidad de que: 


a. No haya ninguna defectuosa. 
b. Haya alguna defectuosa. 


Cc. Haya más de una defectuosa. 


.Una máquina fabrica envases plásticos para 


medicamentos mediante inyección de aire. Se 
ha estudiado que la probabilidad de que un en- 
vase presente algún defecto es 0,05. Si los enva- 
ses se comercializan en cajas de cinco, calcula 
la probabilidad de que al comprar seis cajas, 
exactamente dos de ellas contengan algún en- 
vase defectuoso. 


Y Para finalizar 


1) Se extraen dos cartas de una baraja de 52 cartas en dos extracciones consecutivas. Sean 
los sucesos Á, : la primera es J, Q O K; A, la segunda es J, el O K; B,: la primera es de cora- 
zones; B, : la segunda es de corazones. Halla la probabilidad de los sucesos A,N A, y B,N B, 
en caso de que: 


a. Haya reposición de la primera carta. 
b. No haya reposición de la primera carta. 
En un estudio de un inventario se determinó que, en promedio, la demanda por un arftí- 


culo en particular en una bodega era de 5 veces al día. Cuál es la probabilidad de este 
artículo sea requerido: 


a. Más de 5 veces en un día 


b. Ni una sola vez en dos días 


3) De un lote de diez fuegos artificiales, cuatro se seleccionan al azar y se disparan. Si el lote 
contiene tres proyectiles defectuosos que no explotarán, cuál es la probabilidad de que: 


a. los cuatro exploten 


b. al menos dos no exploten 


(4) Esta tabla muestra las notas obtenidas por seis estudiantes en dos controles de matemáticas, 
uno de derivadas (X) y otro de integrales (Y). 


a. Calcula el coeficiente de Pearson e interpreta el resultado. 
b. Halla la recta de regresión de Y sobre X y la de X sobre Y 
C. Dibuja la nube de puntos y representa las dos rectas de regresión. 


a. Si un estudiante obtuvo un 4 en el control de derivadas, ¿qué nota cabe esperar que 
haya obtenido en la de integrales”? 


| AUTOEVALUACIÓN 


Reflexiona y autoevalúate en tu cuaderno: 


e Trabajo personal e Trabajo en equipo 


¿He respetado las opiniones 
de los demás? 


e Escribe la opinión de tu familia. e Pide a tu profesor o profesora suger- 
encias para mejorar y escríbelas. 
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ZONA + 


Probabilidad 
MORE RNARN 


La probabilidad y la intuición 


La intuición es la facultad de comprender las 
cosas instantáneamente, sin necesidad de razo- 
narlas. Muchas veces permitimos a la intuición 
y los presentimientos dictar nuestras decisiones, 
pero la intuición puede fallarnos fácilmente, so- 
bre todo en problemas referentes a la proba- 
bilidad. Por ejemplo, ¿crees que en una fami- 
lia con cuatro hijos sea más probable que dos 
sean hombres y dos mujeres, o que haya más 


El problema de Monty Hall 


En los años 60, en los Estados Unidos se llevaba 
a cabo el programa concurso de televisión Trato 
Hecho (Let's Make a Deal en inglés). En este pro- 
grama, el presentador, llamado Monty Hall, ofre- 
cía a alguien de la audiencia la oportunidad de 
llevarse un flamante auto deportivo. 

El concurso consistía en lo siguiente: Monty Hall 
mostraba al participante tres puertas. Detrás de 
una de ellas se encontraba el auto, pero detrás 
de las otras dos se hallaban dos cabras como 
premios falsos. 

El participante, sin saber cuál era la puerta co- 
rrecta, escogía una de las puertas. Al saber cuál 
era la puerta correcta, Monty Hall abría una de 
las puertas restantes para mostrar una de las ca- 
bras. Entonces daba al participante la opción de 
cambiar de puerta o quedarse con su elección 
inicial, antes de revelar lo que está detrás de las 
puertas. ¿Qué harías tú en este caso? 

Este problema ha sido discutido por décadas ya, 
tanto entre matemáticos, estadísticos y gente en 
general, a pesar de que sabemos la respuesta. 
Intenta crear una tabla de las posibilidades, ba- 
sándote en la posición inicial del premio detrás 
de las puertas, y mira si hubieses tenido más pro- 
babilidades de ganar o no. 


de un sexo que de otro? 

La intuición nos dice que la probabilidad de 
que haya tantos hombres como mujeres debe 
ser mayor, pues hay 50% de probabilidad de 
que uno sea hombre o mujer. La verdad es que 
es más probable que haya 3 hijos del mismo 
sexo. Puedes comprobarlo por ti mismo median- 
te una tabla. 

He aquí otro ejemplo. ¿Cuál crees que sea la 
probabilidad de que en tu aula de clases haya 
dos personas con el mismo cumpleaños? Segu- 
ramente el número debe ser bajo; después de 
todo, hay 365 días de los cuales escoger, y po- 
cas personas entre las cuales comparar. 

De hecho, si tomas 23 personas cualquiera, la 
probabilidad de que dos de ellas tengan el mis- 
mo cumpleaños es del 50%. Con tan solo 59 per- 
sonas, la probabilidad asciende al 99%. ¡Intenta 
comprobarlo! 


Administrador de empresas 


pl 


me dedicaría a planear, diseñar, organizar y di- 
rigir el uso de recursos, la ejecución de tareas y 
proyectos, la evaluación de trabajadores, y la re- 
orientación de procesos para que una empresa 
optimice su eficacia y sus ganancias. 

Para realizar este trabajo, debería conocer da- 
tos acerca de la empresa, que pueda cambiar 
para mejorar la producción final. Por medio de 
estudios estadísticos de mercadeo o de opera- 
ciones y finanzas, podría fácilmente saber cómo 
levar a la empresa adelante. 


http://goo.gl/cjsSuya 


¿Alguna vez te has preguntado si el clima afecta el humor de tu perro? ¿O si la cantidad 
de picante de un ají afecta sus ventas? El mundo está lleno de oportunidades para rea- 
lizar estudios estadísticos. La estadística se puede aplicar en todo tipo de empresa para 
mejorar un producto, dar un mejor servicio o encontrar lo que busca un consumidor, 


En este proyecto, responderás tú mismo estas inquietudes y buscarás relaciones entre dos 
variables dependientes e independientes. 


122 PLANIFICAMOS ' 


Para ello, debes primero escoger las variables que vas a medir. Puedes usar los siguientes 
ejemplos o idear uno tú mismo. 


Ejemplos: 


la pierna del pateador 


e Diámetro de aguacate y el diámetro de 
su semilla 


e Peso de una frutilla y el tiempo que toma e Cantidad de goles anotados desde | 
en dañarse fuera del área en 5 intentos y largo de 
: o 
Zo 


e Precio por gramo de un producto y su 4 
altura en la percha del supermercado | 


Organiza los elementos en una tabla. 
3, Realiza un diagrama de dispersión. ¿Existe alguna correlación que puedas observar? 


4. Si existe dependencia, busca una recta de regresión lineal. 
5. Realiza un análisis y preséntalo en un documento escrito. 


2. Comprueba la existencia de dependencia lineal. 


di 


P 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
| 
| 
1 
1 
1 
1 
| 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
| 
| 
. 


Una vez que hayas hecho las mediciones: 


Y DESARROLLAMOS: 


Un alto en el Camino 


0 Dados los vectores u =<-2, 1, 4>v=<0, 5, 4> y w =<1, 5, -2>, calcula. 


> Sa > 
a. 3u+ 2v - w 
> > 

Y 

== 

4 


d. U Xx (VXw) 


E) Estudia la posición relativa de las rectas r y s, en función de los valores que pueda tomar el 
parámetro m. 


x-1 y - 9 z-4 Xx ES y-5 z-2 
y S: = 
2 6 -m fl 2 mezZ 1 


E Halla la distancia entre la recta y el plano dados. 


x+1 y Z-3 
: = — = "¿Li-x+2y-3z=1 
dl 6 1 > 3 y 


D. S: 


X 1 

— == = ¡Lix+y+z=0 

Z 2 1 

El 15% de los clips de determinado modelo son defectuosos y se toma aleatoriamente una 


muestra de 10 clips. Halla la probabilidad de que en dicha muestra haya exactamente 5 
clips defectuosos. 


5 Indica cuál puede ser el coeficiente de Pearson de la distribución de la fígura y justifica tu 
respuesta. 
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16) Selecciona la opción correcta. 


a. Para calcular el área de figuras planas se puede usar: 
e Producto punto 
e Producto cruz 
e Producto mixto 


e Producto por un escalar 


b. Si dos rectas se cruzan: 
e  Coinciden en todos los puntos 
e  —Coinciden en un punto 
e Son paralelas 


e No coinciden en ningún punto 


Cc. La distribución de Bernoulli mide 
e Probabilidad de éxito de un evento en un tiempo determinado 
e  Laprobabilidad de éxito de sucesos tras varias repeticiones 
e  Laprobabilidad de un solo éxito de un suceso tras varias repeticiones 


e  Laprobabilidad de éxito de un solo experimento 


A. Si el coeficiente de Pearson entre dos variables es de -0.2: 
e Existe correlación positiva entre las variables 
e Existe correlación funcional entre las variables. 
e Existe correlación débil entre las variables. 


e No existe correlación. 


O) Determina si las afirmaciones son verdaderas o falsas. 


a. Si las ecuaciones de tres planos forman un sistema incompatible, los planos son 
secantes en una recta. 


b. El resultado del producto mixto es un escalar, 


c. Para determinar un plano bastan 3 puntos. 
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a. La esperanza de la distribución de Poisson está dada porn : p. 


e. La desviación estándar de la distribución binomial está dada porn: p- q. 
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INTEGRALES INDEFINIDAS INMEDIATAS 


* | Odx=C 


. 1 E 
| E dx =tgx+C 


*dx=x+C 
yn+1 


*Jrrdx= n+1 


+Cvnx%-1 
7 lar dx = cotg x + C 
sen! x 
e dx = In |x| + C 
X 
dx = arcsenx+C 


il 1 
e | erdx=e+C | y 1 -x 


e | ardx = EE +C,Va€ckR*tax*1l 
Ina 


= -arccosx+C 


"| dm arctgx +0 
* | senxdx=-cosx+C 14 
= -arc cotg x + C 


* | cosxdx= senx+C 


INTEGRALES INDEFINIDAS INMEDIATAS CON REGLA DE LA CADENA 


“Tecorgra=E0", ( 


mL 
(nel) 
de g' (xJdx = In g (x) + C 
sl ezo g'(x) dx = eV + C 


280 
+ C, Va € ¡R* 


O E) y = 
las g'(x) dx a 


. J sen g(x) dx = - cos g(x) + € 

s J cos g(x) g (x)dx = sen [g(x) + C] 

+ |-26) — dx = tg [8 (9] + C 
cos“g(X) 


o |f|E¿N-— dx = - cotg [g (x)] + C 
sen“g(X) 

y | g (x) dx = 

VE 


- arc sen [g (x)] + € 
- arc cos [g (x)] + € 


. ¡| 8.09 dx =arctg |g (x)] + C 


E (20)) = - arc cotg [g (x)] + C 
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El espacio recorrido entre los instantes 
t, y t, por un móvil que se desplaza si- 
guiendo una trayectoria rectilinea con 
velocidad v es: 


t 


x(t,) -x(t,) = | “v(0 dt 


t 


ya que la función posición, x, es una 
primitiva de v. 


El incremento de velocidad entre los 
instantes t, y t, experimentado por un 
móvil que se desplaza siguiendo una 
trayectoria rectilínea con aceleración 
a es: 


t, 
v(t,) - v (t,) = Í a(t) dt 


ya que la función velocidad, v, es una 
primitiva de a. 


El trabajo realizado por una fuerza F, 
que actúa en la dirección del movi- 
miento, al desplazar un cuerpo desde 
un punto x = a hasta otro punto x = b es: 


W =| F(x) dt 


APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL EN LA FÍSICA 


Un móvil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilinea con 
velocidad v(t) = (4t + 3)m : s?, Halla el espacio recorrido 
entre los 5 s y los 10 s. 


Basta con aplicar la fórmula correspondiente: 
10 10 
x(10) - x(5) = E (4t + 3)dt = =230-65=165 
5 
Por tanto, el espacio recorrido por ese móvil entre los 5 s y los 


10ses de 165 m. 


Qté+3t) 


Un móvil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilínea con 
aceleración a(t) = vt m:s”? Halla el incremento de veloci- 
dad experimentado entre los 4 s y los 9 s. 


Aplicamos la fórmula correspondiente: 


9 
v(9) - v(4) = | viar= | Er |- TO 2-= 


Así, el incremento de velocidad entre los 4 s y los 9 s es 
38/3 ms? 


¿Cuál es el trabajo realizado al comprimir un muelle 2 cm 
si aplicamos una fuerza F(x) = 5x N en la misma dirección 
del desplazamiento? 


Expresamos el desplazamiento en metros, 2 cm = 0,02 m, 
para trabajar con unidades del Sl; y aplicamos la expresión 
del trabajo de una fuerza variable: 


0,02 y? 0,02 
y 5xdx=5 E = 5(0,0002 - 0) = 0,001 
0 


Por tanto, el trabajo realizado es 0,001 J, 


W = 
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